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AVANT-PROPOS 


Beaucoup do processus établis de diverse naturo physique sont 
décrits par des équalions différentielles aux dérivées partielles de 
type elliptique. Exemples: les problèmes stationnaires de la con- 
ductivité thermique et de la diffusion, de la distribution du courant 
dans un milieu conducteur, d'électrostatique et do magnétostatique, 
de la théorie de l’élasticité, de la filtration, etc. 

Les problèmes aux limites posés pour les équations elliptiques 
n’admettent une solution exacte que dans des cas particuliers. Il 
faut donc savoir les résoudre approximativement. 

Le présent ouvrage développe l’une des méthodos les plus uni- 
verselles et les plus effectives de résolution des équations elliptiques: 
la méthode des différences finies. 

La résolution se déroulera en deux étapes: 

4) substitution à l'équation différentielle et aux conditions 
subsidiaires (par exemple des conditions aux limites) d’un système 
d'équations discrètes (construction du schéma discret); 

2) résolution du système d'équations discrètes. 

Dans cet ouvrage on n’aborde que les questions qui touchent 
à Ja construction et à l’étude des schémas discrets. Les méthodes 
(directes et itératives) de résolution d'équations discrètes appro- 
chant des équations elliptiques feront l’objet d'un ouvrage à parti. 

Les auteurs se penchent ici essentiellement sur la construction 
d’approximations discrètes des équations el condilions subsidiaires 
pour des problèmes types de physique mathématique. On se limitera 
à l’étude des problèmes correspondant à des équations et systèmes 
d'ordre deux ct quatre, en mettant un accent particulier sur ceux 
qui présentent un intérêt pratique immédial. Pour cctle raison on a 
jugé opportun de poser de nombreux problèmes de physique mathé- 
matique (chap. 1), de les mettre en équation avec des conditions aux 
limites. 

Les approximations discrètes des équations elliptiques peuvent 
être utilisées dans la construction de schémas discrets pour les pro- 
cessus non stationnaires de physique mathématique, rattachés à 
des équations de type parabolique ou hyperbolique. 
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Pour ne pas alourdir l'exposé on étudicra essentiellement des 
schémas pour équations de deux variables indépendantes, la géné- 
ralisation à trois variables ne posant en principe pas de difficultés 
si ce n'est des formules fastidieuses. 

Lorsqu'on composera un schéma discrot on ne devra pas perdre 
do vuo le temps de calcul nécessité par la résolution des systèmes 
d'équations discrètes obtenus. On se limitera donc à l'étude de sché- 
mas élémentairos avec un stencil minimal assurant une approxi- 
mation d'ordre deux (ou quatre). Ces schémas sont très largement 
utilisés. 

En construisant des schémas discrets on prendra garde à ce que 
non seulement ils approchent bien le problème initial, mais qu'ils 
on simulent également dans l’espaco dés fonctions discrètes les pro- 
priétés fondamentales (telles que l'autoconjugaison, l’ellipticité, 
etc.). Cette quostion est soigneusement traitée. 

On dispose d'un grand nombre dc méthodes pour construire des 
approximations discrètes pour problèmes clliptiques. Le détail de 
ces méthodes sort du cadre de cet ouvrage. 

Les diverses méthodes de construction des schémas discrets sont 
développées sur des problèmes élémentaires en dimension un. Cette 
approche permet de dégager le principe de telle ou telle méthode 
sans alourdir l'exposé par les détails techniques qui sont le lot des 
équations générales. 

On mesure la qualité d'un schéma discret avant tout à sa pré- 
cision. L'étude des schémas discrets repose sur l'analyse détaillée 
de leur erreur d'approximation et leur stabilité, seuls critères de 
précision. 

L'étude de la stabilité des schémas discrets se ramène à la déduc- 
tion d'estimations à priori des solutions de problèmes aux limites 
discrets. S'agissant des schémas discrets correspondant aux équa- 
tions elliptiques, on connaît de nombreuses estimations à priori qui 
imitent plus ou moins celles des équations différentielles. 

Les estimations à priori revêtent un caractère essentiellement 
illustratif. Elles ne sont pas établies pour tous les schémas étudiés, 
mais on peut les déduire au besoin à l'aide des méthodes exposées 
aux Chapitres III, V, VI. 

Les schémas discrets sont le plus amplement étudiés pour l'équa- 
Lion de Poisson dans les divers systèmes de coordonnées (chap. III). 

Au chapitre {V on traite des schémas discrets pour les principaux 
problèmes aux limites dans le cas d'équations elliptiques du second 
ordre (avec ct sans dérivées mixtes, d'ordre supérieur, schémas sur 
réseaux irréguliers, etc.) pour un système d'équations de la théorie 
de l'élasticité, ainsi que pour des équations d'ordre quatre. 

On examine en détail les approximations des conditions de con- 
jugaison et des conditions aux limites de diverses espèces pour équa- 
tions d'ordre deux et quatre. 


AVANT-PROPOS 7 


Au chapitre V, on introduit l'appareil mathématique minimal 
de la théorie des schémas discrets (formules de Green discrètes, 
problèmes aux valeurs propres pour opérateurs discrets, théorèmes 
de plongement discrets, etc.), qui est appliqué au chapitre VI à 
la déduction de certaines estimations à priori par la méthode des 
inégalités de l'énergie. 

Les méthodes de construction des schémas discrets peuvent 
être généralisées aux approximations discrètes pour équations non 
linéaires. Les schémas non linéaires ne sont pas étudiés, car leurs 
estimations à priori sont plus délicates et plus longues à obtenir. 

Cet ouvrage a son origine dans les cours professés par les auteurs 
aux élèves des facultés de mécanique-mathématiques et de physique 
ainsi qu’à la faculté de calcul numérique et de cybernétique de l'Uni- 
versité de Moscou. II s'adresse à un large éventail de lecteurs et 
peut servir de manuel dans l'étude des méthode discrètes de résolu- 
tion d'équations de physique mathématique. L'’exposé simple et 
systématique ne suppose au lecteur aucune connaissance des schémas 
discrets. 

Les auteurs tiennent à exprimer leur gratitude à I. Béloukhina 
pour son aide à la préparation du manuscrit, 


A. Samarski, V. Andréev. 


CHAPITRE 1! 


PROLOGUE 


$ 4. Exemples de problèmes se ramenant 
à des équations elliptiques 


1. Problèmes stationnaires sur la chaleur et la diffusion. Les 
processus stationnaires (i. e. qui ne dépendent pas du temps) de 
diverse nature physique sont décrits par des équations différen- 
tielles de type elliptique, dans le cas le plus simple (dans un milieu 
homogène en l'absence de sources), par l'équation de Laplace. Exem- 
ple: problèmes sur la chaleur, la diffusion, l’élecirostatique, la 
magnétostatique, l'écoulement potentiel d’un fluide, etc. 

Examinons le problème de la distribution stationnaire de la 
chaleur dans un volume G de surface l' contenu dans un espace de 
dimension trois x = (x1, ïo, t3). Le transfert de la chalenr (ou con- 
ductibilité thermique) est exprimé par la loi de Fourier: le vecteur 
densité du flux de chaleur W est proportionnel au gradient de la 
température u — u (x), soit 


W = —k grad u, (1) 


où k — k (x) est le coefficient de conductibilité thermique. La densité 
du flux de chaleur est égale à la quantité de chaleur qui. traverse 
dans l’unité de temps l'élément unité de surface isothermique. 
Ecrivons l'équation de l’équilibre thermique pour un volume Y, 
entièrement contenu dans G et de surface S. Supposons qu'il y ait à 
l'intérieur de V des sources de chaleur distribuées avec la densité 
1 (x), de sorte que f (x) dV est la quantité de chaleur diffusée dans dY. 
Soit W, la projection du vecteur W sur la normale extérieure n. 
à la surface S. L’équation de l’équilibre thermique traduit un fait 
évident, savoir que Île flux total de chaleur passant à travers la 


surface S, soit 


(was, 


s 
doit être égal à la quantité de chaleur 


[TT fav 
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dégagée dans le volume V, i.e. 


{| W, dS — | fi f(x) dv. (2) 
S V 


En utilisant la formule de la divergence ou d'Ostrogradski 


[] W, ds — { [] div H dV 


on met l'équation (2) sous la forme 


| | Î (div IF — f (æ)) dV = 0. (2°) 
4 


Sif(x) et div JF sont des fonctions continues du point r =(zx1, X4, 3), 
alors le volume Ÿ de (2”) étant arbitraire, on a 
div W = j (x). (3) 


En y portant l'expression (1) du vecteur #, on obtient l'équation 
en la température stationnaire u =: u (x): 


Lu = div (k grad u) = —f (x), (4) 

ou dans une forme détaillée : 
ô ou Ô ôu ô ou , 
me (ee) + (8 2e) + (kE) = —f (a, au 23). (47) 


Le coefficient k est une fonction du point x = (x41, x,, x3): 

k = k(x) = k (x, Lo, Z3). 
Si le milieu est homogène, le coefficient de conductibilité ther- 
mique # ne dépend pas de x, i.e. À = const et la distribution sta- 


tionnaire de la température u = u (x) est exprimée par l'équation 
de Poisson 


Au== — f(x), f=flk. 
Il est plus commode de conserver f (x) au second membre et d'écrire 
Au = —f(x), (9) 
ou en développant 


d'u , Ou o?u 
aa tag tag JU) (5°) 


S'il n’y a pas de sources de chaleur, i.e. f (x) = 0, on obtient alors 
l'équation homogèno suivante en u = u (x) 
div (4 grad u) = 0, 


(ou l’équation de Laplace Au = 0 si k — const). 
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L'équation de la chaleur (4) a été établie sous l’hypothèse d’un 
processus isotrope de transfert de la chaleur. Si le coefficient de 
conductibilité thermique dépend de Ia direction et est un Lenseur 
(milieu anisotrope), au lieu de (4) on obtient l'équation 


5 EF — (4 aB )= 10) (6) 
æœ, P=1 
Si kag = 0 lorsque à, l'équation (6) s'écrit 


Ô à èu 


ôu Ô Ô | 
ÔT 1, (#1 0x! }+ ÔTa (42 ÔTo }+ ÊT3 (se | un. 


L'équation (4) est satisfaite en tous les points intérieurs du 
domaino G. À la frontière L'on donne des conditions subsidiaires de 
l’une des formes suivantes: 

a) la température 


u = g(xz) pour ze T; 
b) le flux de chaleur 


k D g(x) pour +€l'; 


c) l'échange thermique obéit à la loi de Newton: 
k un + g (2), zET, où x—x(x) > 0. 
On obtient ainsi trois problèmes aux limites consistant à trouver 


uno fonction w (x) continue dans le domaine fermé G& ++ l': 
a) le premier, ou problème de Dirichlet, à partir des conditions 


Lu = —f(x) pour zEeG, u=gi(x) pour xeT: 


b) le second, ou problème de Neumann, à partir des conditions 
Lu=—f(x) pour 266, k-=g(x) pour rET'; 
c) le troisième, à partir des conditions 
Lu = — f(x) pour x€G, ke = ju + g (x) pour xE€F, 


On remarquera que le problème de Neumann admet une solution 
si et seulement si est réalisée la condition 


| g(ædo+ | f(x)de 0, (7) 
r G 
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qui, dans le cas de l'équation homogène (f = 0), s'écrit 


( g(x) do = 0. (8) 


r 


Cetle condition exprime le fail que la quantité de chaleur reçue 
par le domaine G doit être égale à la quantité de chaleur cédée (sinon 
le processus ne serait pas stationnaire). 

Les processus de diffusion de la matière présentent beaucoup 
d'affinités avec les processus de conductibilité thermique. Dans la 
diffusion l’analogue de la loi fondamentale de conductibilité ther- 
mique est la loi de Nernst en vertu do laquelle le vecteur densité 
du flux de matière W est proportionnel au gradient de la concentra- 
tion u —= u (x): 


W = —D grad u, 


où D = D (x) est le cocfficient de diffusion. En portant celte expres- 
sion dans l’équation (3) avec f (x) — 0 (ce qui traduit l’absence de 
sources de matière diffusante), on obticnt l'équation do la diffusion 


div (D grad u) — 0, 


qui, dans le cas d'un milieu homogène (D — const) se transforme en 
l'équation de Laplace Au = 0. 

Si le milieu qui est le siège de la diffusion se déplace à uno vilesse 
U —= (1, Vo, Vs), l'équation de diffusion en la distribution station- 
naire de la concentration u -= u (x) s'écril 


div( D grad u) — div (vu) = 0 (9) 

ou 
: ôu Ou ou 
div (D grad U) — UV; ans Up Un 0! 

si div vw =- 0 (milieu incompressible). En effet, si le milieu est en mou- 
vement, le flux total de matière est composé du flux diffusant, qui 
est égal à —D grad u, et du flux de transfert ou flux de translation, 
qui est égal à uv, soit 


W = —D grad u + uv. 


Reste maintenant à porter cette expression dans (3) pour f = 0 (i.e. 
en l’absence de sources). 

La diffusion est susceptible de s'accompagner d’une réaction de 
désintégration ou de reproduction de la matière considérée, ce qui 
se träduira par l'apparition de débits ou de sources. Si la densité 
de ces sources (débits) est par exemple proportionnelle à la concentra- 
tion, au lieu de (9) on obtient l'équation 


div (D grad u) — (v grad u) + Bu = 0, (10) 
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où B est le coefficient de proportionnalité (pour 8 => 0 on a une source 
(accroissement de matière), pour B << 0 un débit). 

Remarque 1. D'autres problèmes ramènent à ces équations. 
Voyons par exemple le problème d'un champ électrostatique en 
milieu non conducteur. Ce problème est décrit par les équations de 
Maxwell 


rot E — 0, div D =4ne, Q—eEr, 


où ZE est le vecteur intensité du champ électrique, D, le vecteur induc- 
tion éloctrique, & = € (x), la constante diélectrique du milieu, p — 
== p (x), la densilé volumétrique des charges au point x =={(x4, to, x). 
L'équation rot Æ — 0 entraîno que ÆE est le vecteur potentiel ; on 
peut l’écrire sous la forme 


E = —grad u, 


où u — u (x) est le potentiel du champ. En portant Æ — —-grad u 
dans l'équation div &E — 4xp, on obtient 


div (e grad u) — —4np. 


Si le milieu est homogène (e — const}, alors 
Au = —Anp/e; 


dans le vide (e -= À) on aura Au — —Anop. 

Si le problème est stationnaire, à partir des équations de Maxwell 
on déduit pour le vecteur intensité du champ magnétique les équa- 
tions de magnétostatique 


rot H =0, divB=0, B—=uH. 


Comme dans l'électrostatique, introduisons le potentiel w du champ 
magnétique qui en milieu homogène (u = const) vérifie l'équation 
de Laplace Au = 0, ot de plus H -= —grad w. 

Remarque 2. Le potentiel des vitesses ® d’un flux siaiion- 
naire de fluide incompressible vérifie de même l'équation de Laplace 
Ag = 0, et de plus la vitesse vd = grad ®. 

Si la solution de l'équation (4) ne dépend pas de x, (ce qui de toute 
évidence ne peut avoir lieu que si f — f (x, x,), k — k (x, x,), les 
conditions aux limites ne dépendent pas de x4, et les domaines sont 
d’une forme spéciale), on oblient pour Ja détermination de u — 
= u (x, x) l'équation en dimension deux 


) ou e) Ôu 
Lu = (le(s, 20) 7) + 7e (hs 2) 2) = —f (ans 22). 
Ceci peut avoir lieu par exemple dans le cas d’un domaine cylindri- 
que infini dont la génératrice est dirigée suivant x,, sous réserve que 
les données initiales, i.e. les cocfiicients et les seconds membres de 
l'équation et des conditions aux lisnites, ne varient pas. Le problème 
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‘pout être alors posé dans toute section transversale du cylindre, 
parallèle au plan (x1, æe). 

Dans la suite, pour alléger l'exposé nous n'étudierons que des 
problèmes en dimension deux. Le passage aux problèmes elliptiques 
en dimension trois ne pose en principe pas de difficultés, si ce n’est 
la complication des calculs et des formules. 

2. Problèmes de distribution stationnaire de la densité du courant 
en milieu conducteur. Les problèmes de distribution stationnaire 
des champs électrique et magnétique conduisent aux équations ellip- 
tiques. Ces problèmes sont décrits par un système d'équations de 
Maxwell qui, dans le cas stationnaire, s'écrivent 


rot H = j, rot E =0, 
divuH =0, diveE = 4np, 


où E est le vecteur tension du champ électrique, H;, le vecteur tension 
du champ magnétique, ÿ, le vecteur densité volumétrique du courant 
électrique, p, la densité volumnétrique des charges électriques, u, 
la constante magnétique, €, la constante diélectrique. 

e et u sont des, tenseurs dépendant du point x = (x1, Z», Z3) 
si le milieu est anisotrope et non homogène, des fonctions scalaires 
de x si le milieu est isotrope et des constantes positives si le milieu 
est homogène et isotrope. On suppose que u = { dans un milieu dié- 
lectrique, € — 1 dans un milieu conducteur, et £ = u = 1 dans le 
vide. 

Dans le cas général, au lieu de j dans l'équation (11) figure la 
somme 7 + 3%, où j° est le vecteur densité volumétrique du cou- 
rant, engendré par des forces électromotrices étrangères. Nous sup- 
posons ici que j'® — 0. Si le milicu n’est pas conducteur, alors À = 0: 
Les équations de magnétostatique (rot H = 0, div ET = 0) sont 
valables en milieu non conducteur. 

La condition rot £ = 0 exprime, on le rappelle, la potentialité 
du vecteur Æ, la condition div H = 0, qui a lieu pour u = const, 
la solénoïdalité du vecteur A, i.e. l'existence d’un potentiel vecteur À 
tel que H —rot À, div À — 0. Le vecteur À vérifie l'équation de 
Poisson AA = (—4r/c) j. En effet, la première équation (11) donne 


rot 1 = rot rot À — grad div À — AA — —AA = —(4nj/c) j. 


L'étude de la distribution stationnaire du courant en milieu 
conducteur donne lieu à d’intéressants problèmes. Les équations de 
Maxwell entraînent la loi de la conservation de la charge électrique 


div j = 0, 


(41) 


à laquelle il convient d'adjoindre la condition do potentialité du 
champ électrique qui est exprimée par la formule 


E = —grad u. (12) 
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Entre les vecteurs densité du courant f ct tension du champ électrique 
il existe une relation qui est traduite par la oi d'Ohm 


j=0E, (13) 


où 6 ost le coefficient de conductibilité électrique, qui est une fonction 
scalaire do x =: (x4, æ+, æ3) si la conductibilité du milieu ne dépend 
pas de la direction (le milieu esL isotrope en la conductibilité); dans 
le cas contraire o est un tenseur. Les deux dernières formules entrat- 
nent: ÿ — —o grad u. De là et de div j == 0, on déduit l’équation 
du potenticl: div (o grad u) = Ô qui, dans sa forme développée, 
s'écrit 
3 

> = (0, 2) =0 en milieu anisotrope 

; ÔT; tJ Ôt ; 1 


1, 3= 


3 
0 ôu ide ; 

> 3 (e ne) —0 en milieu isotrope, 

1=—=1 


3 
Au=S + —o en miliou homogène 
_ Ze ot 1solrope 
Sur uno surface conductrice, la composante tangentielle du vec- 
teur du champ électrique est nulle, ce qui équivaut à la constance 
du potentiel: # == consl (condition aux limites de première espèce). 
En particulier, u = 0 sur une surface conductrice parfaitement mise 
à terre. Sur la frontière d’un conducteur possédant un diélectrique 


la composante normale de la densité du courant électrique (in = 

ôu 

È on 
ô se . . S 

= = 0 (condition aux limites de seconde espèce). 


] est nulle, i.e. 


En étudiant les écoulements des fluides et des gaz dans les con- 
duites magnétohydrodynamiques, ou encore le comportement du 
plasma en déséquilibre dans d'intenses champs magnétiques, eic., 
on est confronté à des problômes stationnaires d'électrodynamique 
dans un volume fini, caractérisés par la loi généralisée d'Ohm qui 
lie le vecteur 7 tant à Z qu’à ZI. 

On remarquera préalablement que daus un milieu en mouvement 
à la vitesse v, la loi d’'Ohm (13) s'écrit 


j =6(E + [vH). (14) 


Si le milieu se déplace à la vitesse v et que l'on tienne compte de 
l'effet Hall, on obtient la loi généralisée d'Ohm 


+0 =0(E-+IvA), CB, (15) 
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où B est le paramètre de Hall, o > 0 Ie coefficient de conductibilité 
électrique. Si le paramètre de Hall B = 0, l'équation en 7 se trans- 
forme en l’expression de la loi ordinaire d'Ohm dans un milieu en 
mouvement. 

Si l’on admet que les courants de déplacement et los champs ma- 
gnétiques induits sont négligeables, on peut considérer que le champ 
magnétique est constant et donné. 

On supposera données les distributions spatiales de la conducti- 
bilité o, du paramètre de Fall $ et de la vitesse v du miliou. En géné- 
ral ces grandeurs s'obtiennent par la résolution d’autres équations, 
par exemple, des équations de la mécanique des fluides magnétiques, 
de la loi de conservalion de l'énergie des électrons, etc. 

Dans la suite, on se limilera à l'étude du problème bidimensionnel 
en supposant que les vecteurs 7, E et v ne dépendent pas de la coor- 
dounée x, et sont contenus dans le plan (x:, x.) de sorlo que 


Ï — (QT A 0), E =- (Es, Es 0), U.— (V4, ULT 0), 


et que le champ magnétique Æ et le vecteur @ sont orthogonaux au 
plan (x, x): 

H = (0, 0, HT), Q — (O, 0, Ç2). 
Les fonctions js, jo, Er, Es, 01, 02, H et Q dépendent uniquement de x: 
et x,. Dans ce cas les équations rot E — 0, div j = 0 et la loi d'Ohm 
(45) s’écrivent 

ÔE y …_ ÔE9 ==0 LATE L GE —<0, 


CES CE à ôxs Êto (46) 
ja + Qjo = O(E11 vol), jo — ji =0(E2—v, 1). 


Nous avons ici quatre équations en quatre fonctions inconnues Æ4:, 
E;, j1, J23 les fonctions v1, v,, À, Q el © sont données. 

Etudions ces équations dans un domaine fini G de frontière [”. 
Les conditions aux limites doivent être données sur !'. Considérons 
les conditions aux limites suivantes. 

a) On donne la composante normale du vecteur densité du courant 
électrique qui traverse la frontière: 


Ïn — g(s) sur F, 


où g(s) est une fonction connue de la longueur d'arc s, mesuré à 
partir d’un point do [',j,, la projection du vecteur j sur la normale 
oxlérieure nr à la courbe T. 

Le cas g (s) = 0 correspond à un diélectrique parfait, le cas g (s) 
Æ 0 à uno électrode « parfaite scctionnée ». 

b) La deuxième condition aux limites consiste à exiger la con- 
tinuité de la composante tangentielle Æ, du vecteur du champ électri- 
que sur la surface séparant deux milieux. Ainsi, la composante tan- 
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gontielle d’un champ électrique est nulle 
L: = (0) 


sur une électrode continue parfailement conductrice. Dans le cas 

général, la frontière l'est diviséo en un nombre fini de parties y, 

sur lesquelles sont données des conditions aux limites de divers types. 
Dans la suite nous supposerons que G est le rectanglo ABCD 

(fig. 1). La frontière L du domaine est constituée de parois diélectri- 

ques parfaites, à l'exception de deux 

électrodes abc AB etedc CD qui À? d (9 (4 

sont soit parfaitement sectionnées 

(jh 7 0), soit parfaitement cornduc- 

trices (£+ = 0). Des équalions (16) 

il s'ensuit que l’on peut introduiro 

la fonction scalaire ® (x4, x.) et poser 


Go) 
FE — — grad @ ou E:= Le D , A Ô BP 


. 0 
E, = — 02 , Fig. | 


ainsi que la fonction vectoriclle (le potentiel vectoriel) 1% — 
—(0, 0, Ÿ (xs Le)) et poser 


: d Ô : G) 
j=rot4db ou he, = — +. 


En portant ces expressions dans (15), on obtient 


ôp dŸ ôp _ 
2 ôx! ne Ôto ri — OV2l, 17 
# ,Q 4. 0 2 ouf. 4 


Ôxo 029 
La condition aux limites j, —g(s) s’écrit 


CAE : 
ds 8, (s); 


elle équivaut à la condition 
(a) frer = v(s) = | (6) ds. (18) 
Au lieu de E; — 0 on obtient 6@/ôs = 0, d'où il résulte que 


p (x) |xer = Const. 


Le système d'équations du premior ordre en 4 et @ peut être aisément 
ramené par élimination de à une scule équation du deuxième ordre 


2—0372 
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en Ÿ : 
” g) 1 dv ) 1 6% )— ô Q p 
Lp= dd OX (— UT; )— Ôxo O OX9 CE ( O Ôto | na 


j = (4H) + _ (1H) = div(Hwv). 


Pour cela il suffit de multiplier les équations (17) par 1/0, de dériver 
la première par rapport à z,, la seconde par rapport à x1 et de sous- 
traire la seconde de la première. 

La condition aux limites 14 (s) :— v (s) resie en vigueur, quant à 
la condition @ (s) — const, elle se transforme, en vertu des équations 
(17), (18), en la , de dérivabilité à gauche 


+ V+ot =OVn A. (19) 


En effet, supposons que n = (cos &, sin «) est le vecteur unitaire 
de la normale extérieure et T& == (—sin &, cos &) le vecteur unitaire 
de la tangente à la courbe F. On remarquera tout d’abord que v, — 
= V1 COS & + V, sin &, 


JD _ 0 0ÿ ôp …. 0Ÿ 
ns Det cos œ + sin &, 7 —. FER sin œ Fo (oc 


Multiplions ensuite l'é . (17) par — sin & et l’équation (18) 
par cos & et additionnons: 

9Ÿ dYÿ 0@ _ 

nt ee 0 5e = On. 


D'où l’on déduit la condition (19) si l’on pose œ (s) — const ou 
0w/ôs == 0. Si les paramètres © et sont constants, l'équation Ld =—f 
se transforme en l'équation de Poisson 


Ab = —of. 
Nous obtenons donc le problème aux limites suivant: 
Lb=}f pour z=(x, %)CG 
p(s)=v(s) sury, (19) 
. TH +Q = 0H SUT Ÿ2, 


où Y1 + Vo — F. 
Considérons la classe Ÿ des fonctions Ÿ vérifiant les conditions 


homogènes (18) ou (19), ou (19°). 
L'opérateur ZL, défini sur la classe Ÿ est positif: 


(b, Lib) = | | pLhdn dm > 0, 


si] PROBLÈMES SE RAMENANT À DES ÉQUATIONS ELLIPTIQUES 19: 


et, d’une façon générale, non autoconjugué: L  L*, ï.e 
. (Cp, LP) (Lb, 1) 
quels que soient Ÿ, WE %. On remarquera qu'en l’absence de courant 
de Hall, i.e. Q = 0, l'opérateur Z: 
: ‘ 1 
Li = — div (= grad y) 


est autoconjugué, L = L*. 
Montrons par exemple la validité de (w, La) © 0. Servons-nous à. 
cet effet des formules de Green : 


(p, = |] v{—- ion) 


ôx! Ôxo 
— (#-0#)) dt dXs — 
“E) ZE vp V de dra+ | + Le Gras ») dr, dx, + 


1 
+$ Ve (+ "on + +o 9. v.) ds. (20) 
T 
L'intégrande 
9 ob 
(+2) =F 6, 


de la dernière intégrale s’annule si + et 1 réalisent l'une des condi- 
tions (18) ou (19), ï.e. b et 1p appartiennent à la classe Ÿ. En posant 
ensuite w = 1 dans la formule (20), on obtient aussitôt 


(Le [Î Live pan des = (bp, ip) > 0. 
G 
La formule (20) entraîne 


cv, Lh= [[ ve var dm + 
G 


DÉS Le 


Oz ÔTo "xs EA 
= Â _— 
Ge, Lp)= [| vo vi dr de, — 


G 
: Q / 8 ap dÿ 0 
[Je (er ee ee Dee) dr das 
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ie. (Wd, Lab) — (Lip, ) si seulement 


(f ur >) de 


(o] Ôzy Oxo Ôxà 


condition qui esb réalisée pour 9 = 0. 

3. Sfatique du solide élastique. Les solides se déforment, i.e. 
changent plus ou moins de forme et de volume, sous l'influence des 
forces qui leur sont appliquées. Soit % = (x, x,, +3) le rayon vecteur 
d'un point d’un solide, æ' =: (x;, x:, x), le rayon vecteur du même 
point matéricl après l’application de forces extérieures à ce solide. 
Le déplacement du point par la déformation est caractérisé par le 
vecteur 4 == x’ — %, appelé vecteur déplacement, dont Jes composantes 
sont 


ui (x) = ti —axi, i= 1,2, 3. 


I1 est évident, que l’état déformé du solide est entièrement décrit 
par là donnée du vecteur déplacoment en chaque point du solide. 

Dans Ic but de déduire les équations décrivant l’état déformé 
du solide (qui se trouve en équilibre par hypothèse), considérons un 
volume arbitraire V de ce solide, limité par une surface S. Ecrivons 
les conditions de nullité de la résullante de toutes les forces exercées 
sur le volume V. La résultante des forces volumiques est égale à 


fre 


V 


où E = (1, F,, F3) cst la force appliquée à l'unité de volume du 
solide. La résultante des forces exercées sur ce volume par le biais 
de Ja surface S à partir dos parties entourant le volume V est égale à 


Fra 


S 


OÙ f =(f1, fo, f3) est la force agissant sur l'unité de surface. En éga- 
Jant à zéro la somme des résuliantes des forces volumiques et surfa- 


ciques, on obtient 


[{[rav+| (ras —0. (21) 
V S 


Transformons cette expression. En vertu de la formule d'Ostrograd- 
ski l’intégrale de surface 


(Jnas 


°s 
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de la fonction scalaire jf; peut être représentée sous la forme d'une 
intégrale de volume de la divergence d'un vecteur Ti, i.e. 


ji ras={( div t; dY, (22) 
S V 


où Ty — {ti Tio» Tis}: et 
fi = Tu cos (n, x) + Ti, cos (n, 2) + vis cos (ne, z:), (23) 


n étant la normale extérieure à S. En portant (22) dans (21) et puis- 
que (21) est valable pour tout volume Ÿ, on obtient le système d’équa- 
tions suivant : 


5 ns tas i=1,2,8, (24) 


Le tenseur 
k Ti V2 V3 
T'=| Tes Tes Vos 
T1 T32 T3 


s'appelle tenseur de contrainte et les fonctions T;, ses composantes. 

Définissons maintenant le sens mécanique des composantes du 
tenseur de contrainte. Par définition f; est la projection sur l’axe x; 
de la force f (exercée sur l'unité de surface S). En choisissant sur S 
un point en lequel la normale extérieure est dirigée le long de l’axe x4, 
on déduit de (23) que 

Ji = vit. 

Donc 1: est la projection sur l’axe Ox:; de la force agissant sur 
l'unité desurface perpendiculairement à l'axe Or, ; plus exactement T1 
est la composante normale de cette force, Toi et Tas, ses composantes 
tangontielles. La figure 2 illustre le sens mécanique des composantes 
du tenseur de contrainte. 

Ecrivons maintenant les condilions de nullité des moments ré- 
sultants par rapport aux axes de coordonnées. Le moment par rap- 
port à l'axe Ox1 est nul: 


| | | (Gala —23l) dV + \ [ (tofs — zafe) AS — 0. (25) 
En vertu de la formule (23), on a ‘ 
F1] (tofs — Zsf2) dS = j] {(coTai— rot) cos (n, z;) + 

+ (aatse— Œotae) COS (ne, 22) + (atss— tas) COS (ne, 21)} 48, 
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ou en transformant la dernière intégrale par la formule d'Ostrograd- 
ski. 


J} (Z2f3 — Zsf2) dS — [] | div (teTs — Tao) dV — 


2: ÔT31 ÔT3a ÔT33 
= (ff +Se)- 
V 


ÔTo1 


as | 0 D gen os. + << ss ) + se — 125 } av. 


Oxo ES 


En portant cette expression dans (25) et compte tenu de (24) 
on obtient 


| | | (T32.— Tos) dV = 0. 
V ‘ 


Le volume V étant arbitraire, il vient t3, = t,5. De façon analogue 
on établit que Tao = Toys Tia = Tai 


dy 


Fig. 2 


Nous avons démontré que le tenseur de contrainie était symé- 
trique et, par conséquent, le système (24) ne contient que six fonc- 
tions inconnues. 

Pour obtenir un système d'équations pour la détermination du 
vecteur déplacement %, introduisons le tenseur de déformation et 
établissons le lien existant entre les composantes des tenseurs de 
contrainte et de déformation. 

Les distances entre les points d’un solide varient sous l'effet de 
déformations. Considérans deux points voisins quelconques. Soit 
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œ = (x1, Lo, t2) le rayon vecteur du premier et æ + A% == (x, +- 

+ Aa, do + Atos, ts + Az) celui du second. Le vecteur déplace- 

ment du point æest & (æ) = (u, (x), u, (æ), u,(x)), ct du point 
æ ++ Axe : 


u (a + Ax) = (u1 (2x + A), u, (x + Axe), us (æ + Ax)). 


Le vecteur Au —u (% + Ax)— u (x) caractérise le déplacement du 
vecteur A%, et de plus 


3 
Au; = 3, Az; +0 (| Ax ), (26) 
j=1 
quant au vecteur Aæ + Au il caractérise la position respective do 
ces points après leur déplacement. Calculons le module du vectenr 
Aa + Au: 
3 
[Ax+Aul=|Axf+2 © Az, Au, +]Au |? = 


i=1 


_jAup+ S (SE+ E) Ac Az, +] Au P + 0 (AæP). 


CTP 


i=1 j=1 


Plaçcons-nous maintenant dans les conditions de la théorie linéaire 
de l’élasticité, i. e. supposons que le corps étudié se déforme peu et 
donc ôu;/0x; <& 1. Cette condition permet de négliger les carrés 
et les produits des dérivées du;/0x; par rapport à leurs premières puis- 
sances. 

Si 


Ou __ us __ Ou3 __ { du: Ou GITES 0u3 ôus Ou \ _ 
TT — = (+ )= (52 + Fe )= (5+32)=0, 
(27) 


alors à O (| Ax | + | Au |?) prèsle carré de la distance des points æ 
et x + Ax reste invariant après leur déplacement, i.e. dans ce cas 
on peut estimer qu'il n’y a pas de déformation. 

Donc, sous les hypothèses faites les conditions (27) sont des 
conditions de déplacement sans déformation, i.e. un déplacement 
rigide, 

Mettons l'expression (26) sous la forme 


3 
Au = D A; (52e + +) +5 Das 10 2) + 


+ 0(|[Ax}), (A. 2, 3. 
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Do cotto écrilure il s'ensuit que le déplacement du vecteur Ax qui 
est caractérisé par le vecteur Au est dû à O (| Ax |?) près au dépla- 
comont rigide et à une transformation de tenseur symétrique 


où 
1 ôU; ou; 
ay =7 | 0x; Fan le ci, 


Ce tenseur s'appelle tenseur de déformation, les fonctions &;; (x) sont 
ses composantes. 

On montre que les composantes du tenseur de déformation ad- 
mettent l'interprétation mécanique suivante: e;; est l'allongement. 
relatif d’un segment initialement parallèle à l’axe Ox;; 2e;; avec 
i Z j représente la réduction d’un angle initialement droit de deux 
vecteurs orientés dans le sens des axes Ox:i, Or;. 

La loi généralisée de Hooke établit une relation entre les tenseurs 
de contrainLe et de délormation : les composantes du tenseur de con- 
trainte sont des fonctions linéaires homogènes des composantes du 
tenseur de déformation, i.e.: 

3 
Gj= D Cijoptass 1, 2, 8. 
a, B—=1 
Le tenseur d'ordre 4 C;,,8 porte le nom de lenseur des modules d'élasti- 
cité. On sait qu'il jouil Loujours des propriétés suivantes de symé- 
trie : 
Cijas = Cjias = CijBa = Capijs 

i.e. sculs 21 des 81 paramètres ne sont pas égaux entre eux. 

Dans le cas d’un solide isotrope, le nombre de paramètres distincts 
se réduit à deux. La loi de Hooke prend alors la forme 


3 
tTij=À à Ej; + 2hEii, i—1,92, 3, 
3=1 (29) 
Ty 2Ue;, 1j, oi, j—=1,2, 3. 


En portant (29) dans (24) et compte tenu de (28), on obtient le 
système suivant d'équations d'équilibre du solide élastique (système 
de Lamé) en les déplacements: 


2 Æ 
HG (G)+S (CE) ]+r=0 0 


J=1 
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Si le solide cst homogène, i.e. les coefficients do Lamé À et u 
ne dépendent pas de x, le système (30) s'écrit vectoriellement 
pAu + (À -+ a) grad div w + F = 0. 


Si de plus F, = 0 el us == 0, et que Fi, F, el us, u, ne dépendent 
pas de x4, on obtient le problème plan 


O?U9 


9? 9? À 

Qu+) he ++) Ed Fe 0, (31) 
o? 92 0? 

+ 4 D + CE Fe 0 


Comme conditions aux limiles pour le système (31) par exemple, 
ou peut prendre les valeurs des composantes w4 ct u, du vecteur dé- 
placement sur la frontière du domaine, i.e. 


Uy = Bi Us — Bo 
ou encore les composantes du vecteur contrainte 


Ty COS (R, T4) + Tia COS (N, To) = fus 
Tao COS (N, T1) + Too COS (N, to) = fa (32) 


où 7;; sont définis par les expressions (29), (28). On peut poser d’au- 
tres problèmes. 

4, Equilibre d’unc lame. Le deuxième cxemple de problème de 
Ja théorie de l’élasticité que nous étudicrons sera l'équation d’équi- 
libre d’une lame mince. Par lame on entendra un corps élastique, 
limité par deux plans parallèles dont la distance est de beaucoup 
inférieure aux autres dimensions. 

Considérons une lame ïisotrope homogène d'épaisseur À et dis- 
posons-la par rapport aux axes de coordonnées de telle sorte qu’elle 
admotte le plan (x1, x.) pour plan médian. Supposons que la charge 
qui cst exercée sur cette lame est normale à sa surface et appliquée, 
par exemple, à la surface supérieure, la surface inférieure étant libre. 

Pour écrire l'équation de l'état déformé de la lame, on se servira 
des relations (24) introduites précédemment en supposant que F, — 
= F,= F3 = 0, i.e. on supposera qu'il n'existe pas de forces volu- 
miques. 

Multiplions les deux premières expressions (24) par x:, intégrons- 
les sur x, entre —h/2 et h/2 et transformons les derniers termes des 
premiers membres par une intégration par parties. Comme le tenseur 
de contrainte est symétrique et que la charge est par hypothèse ortho- 
gonale à la surface de la lame, i.e. 


BE (ei, Los h!2) — Us CT Lo) —h/2) = 
= Too (ru Los M2) = Tes (as, Zn —hl2) = 0, 
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On aura 
à h/2 o h/2 h/2 
8x, | Tuls ds + ES | U2T3 ÂT3 — | Us dr3 =0, 
h/2 —h/2 —h/2 
h/2 : h/2 h/2 (33) 
6x, T1223 dt; + ES | Too Ts — | To3 dx; = 0. 
— h/2 h/2 —-h/2 


En intégrant la troisième équation (24) sur x, entre —h/2 et h/2 et 
comme le tensour de contrainte est symétrique et la charge appliquée 
à la surface supérieure de la lame, on obtient 


h/2 h/2 
Ô Ô ‘ 
FE | T3 T3 + ET T3 dT3 + T33 (21, Lo, h/2) == 0. (34) 
— h/2 = h/2 
Introduisons les notations suivantes: 
h/2 h/2 
M =— Tulsdts, M:= | TaoTs ÊTas 

_h/2 _h}2 
h/2 

My — | Tes Âts, Q == Ta (Lis Lo, h/2), (35) 
—h/2 
h/2 h/2 

Qi = | T13 T3; 2 — | Tos a. 

— h/2 —h/2 


Les fonctions Mi (xx, x) et M, (x, x.) sont par définition les mo- 
ments de flexion, Mis (xs, 22), le moment de torsion, Q:(x:, x2) 
et @: (x, Ze), les forces de cisaillement. Dans les nouvelles notations, 
les équations (33), (34) s'écrivent 


GE ÔZ9 . 
0Mi2 : 0M3 un 

Lee ôxs + GE (er TT Vs 
001 0Q2 _ 

Ôx1 LS to ga q cd 0. 


En éliminant Q, et Q@, on obtient une seule équation à trois inconnues 


02M4: OMye à Mo 
0x? 4 Ôx4 0x9 D 1 (36) 


Mais ces trois inconnues ne sont pas indépendantes. On peut s’en 
assurer en exprimant les moments M1, M, et M,, au moyen de la 
fonction de flexion w (2, 2,) = U3 (1, 22, 0). On supposera que 
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la flexion est petite en regard de l'épaisseur de la lame, et que la sur- 
face médiane (i.e. la surface qui coïncide avec la surface médiane 
après l'application de.la charge) est neutre, i.e. ne subit ni extension 
ni contraction. 

Exprimons les allongements relatifs eur (ti, Zos Zs), Eoo (Zis To, 
z3) et le déplacement relatif eye (21, &2, x3) en fonction de w. Consi- 


2 Ô 

dérons l'élément de lame découpé par les plans x, == x, 213 = æi 
[2 © ja 

H Amis Lo = Los Lo = 29 + NAx,. On supposera qu'après la défor 


mation de cet élément, ses surfaces latérales resteront planes. Con- 
sidérons la section de l'élément déformé par un plan parallèle au ps 
Orixs. Cette section est représentée sur la figure 3. 

Les flexions étant petites, on admet que les angles de rotation de 
la surface médiane le sont également. On peut donc les supposer 
égaux à leurs tangentes. On a 


ôw ôw o?w 
A (ne) (rit Ans &r) = — 7 Ad. 


L'allongement relatif, dans la direction de l'axe Ox,, de l'élément 
de lame situé à distance x; de la surface médiane est proportionnel à 
Z3, donc 


Du AY: dw 
Eu — T3 À — EE (37) 
De façon analogue on trouve 
dv 
Es — — T3 ER (38) 
Cherchons maintenant l'expression de 8°. Les plans qui décou- 
pent l'élément de surface étudié subissent au cours de la déformation 


une rotation telle que le déplacement v, d’un point de la lame sera 
d'autant plus grand que ce point sera éloigné de la surface médiane 
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et que l’angle de rotation sera élevé. Plus exactement 


Ua (1, Lo; Ta) F. — te : 

On obticndrait de même 
Uo (Tir Los La) = nr 
Ot2 ‘ 


Eu portant ces relations dans l'expression de e4, il vient 
2 . 
d?w (39) 


—_ — La —— 
E12 : 0x1 0x2 
Pour déterminer les contraintes correspondant aux déformations 
données, on se servira de la loi de Hooke (29). Ceci étant, on suppo- 
sera que la composante 7: du tenseur de contrainte est négligeable 
devant T1 CL Too. On a 


__4u(u4à) ZA 
Ty1 — THE Eyy + TEE 92 


___ 2m, Au (ui + À) 
Te HER OU + pr 2 


Tio = 2UE12. 
En passant des coeflicients de Lamé À ct aux autres constantes 
élastiques : le module d’élongation (module de Young) £ ot le coef- 
ficicnt de Poisson v, qui sont liés à À et L par les expressions 
À — vE . E 
Tam FT TEEN: 
on aura 


ep" 


E FE 
Te sr (En + Veso), Too — 755 (VEn + Eg2)» 


E 
VU: 41% É12- 


En portant ici les expressions (37), (38) et (39), puis les nouvel- 
les oxpressions de T;; dans (35), on obtient les moments en fonction 


de w: 


L GET) ô2w . 02w , 0% 
M=-D(rtvsr), Mis -D(vgr+Sr) 7 
o? 
Mi == D (Â—) 


où D = Eh3/12 (1 -— v?) est le coefficient de rigidité cylindrique de 
la lame. 

En portant enfin les formules (40) dans l'équation (36), on obtient 
l'équation en Ja fonction des flexions 


dv 04w 0 q 
Aa — 0x! +2 0x? 0x2 BL 0x? D (41) 
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S'agissant de l'équation (41), la façon la plus simple d’obtenir 
les conditions aux limites est d'étudier la variation de l'énergie de 
la lame. Sans nous arrêter sur la déduction de la formule de l'énergie, 
écrivons son exprossion dans le cas d’une lame carrée de côté unitaire: 


1 1 
m2 | {{aur-20-0 (84e (Es)]} and 


(42) 


En variant l'énergie (42) et en transformant l'expression obtenue 
par une intégration par parties, on obtient les variantes suivantes 
des conditions aux limites (pour x — 0, par cxemple): 

1) Conditions d'encastrement 


w(0, æ)=0, (0, #3) 0. 
2) Conditions d'articulations 
w (0, x) —0, DV 
3) Conditions do bord libre 


dv dv ô d?w ô?w 
D Ôx? iv 0x3 }=0, D Ôt 0x? +(2—") 0x3 ) 9 


On peut écrire des condilions aux limites analogues sur les autres 
parties du bord de la lame. A remarquor seulement que si les condi- 
tions de bord libre sont données sur deux côtés adjacents die la lame, 
il faut connaître en plus la valeur du moment de torsion en l’anglo 
de ces côtés, 

Outre ces conditions aux limites, on peut donner des conditions 
d'une autre nature, mais nous ne nous arrêterons pas là-dessus. 


$ 2. Considérations générales sur les équations elliptiques 


1. Equations du second ordre. La forme générale d'une équation 
différentielle linéaire aux dérivées particiles du second ordre à n 
variables indépendantes est 


ne +C(u=f(e) (1) 


œ 


n 22 ñn 
L(u)= D A9) is + Di Ba(t) 
a, B—1 (e A | 


Où A, Bo; C et f sont des fonctions réelles des variables indépen- 
dantes 21, Los + + +» Zn, lesquelles variables peuvent être interprétées 
comme les coordonnées d’un point x d'un espace euclidien Æ£, de 
dimension n. On admettra par aillours que les fonctions A,p, Be 
et C sont mesurables et bornées. L’équation (1) est par définition une 


30 PROLOGUE (CE. Tr 


équation elliptique au point x si 
ñn 


D Aup(t) Eat 0 pour |E|Æ 0, (2) 
1 


mnt 


LL 


OÙ Éys Eos « «+, En sont des réels quelconques, ct | E | = (DE2)1/2. 
507. 


La condition d’elliplicité de (2) peut être écrite sous une forme 
légèrement différente. Le premier membre de l'inégalité (2) est 
une fonction continue de Ë,, elle est donc de signe défini lorsque 
l'inégalité (2) est réalisée. En inversant au besoin les signes des coef- 
ficients 4,9, au lieu de (2) on obtient la condition équivalente: 


ñn 


> Aus (x) Ets > 0 pour [E]# 0. (3) 


— 
== 
, 


Sans perdre en généralité on peut supposer que À, h (t) = À ha (t). 
Donc l'inégalité (3) traduit le fait que la forme quadratique est défi- 
nie positive. Mais pour les formes quadratiques définies positives 
on a l'inégalité 

1 n 
2 A) >v(x) ZE v(@>0. (4) 
où v (x) est la plus petite valeur propre de la matrice symétrique 
lAcg I Donc dans la définition de l’ellipticité de l'équation (1), 
la condition (2) peut être remplacée par la condition (4). 

Dans le plan, i.e. lorsque n = 2, la condition d’elliplicité (2), 
ou la condition que la forme quadratique (2) soit définie positive, 
peut être formulée comme suit 


A?, (2) = AË, (&) < An (2) 4x (©). (5) 


L'équation (1) est dite elliptique dans le domaine D € E, si elle 
l’est en tout point de ce domaine. 
L'équation (1) est dite uniformément elliptique dans le domaine 
DECE,, si dans la condition (4) 
inf v(t)=v> 0. 
xcD 
Dans ce cas au lieu de (4) on peut écrire 


ñn ñn 
D Auw(t)Ets>v D à, v=const > 0, «CD. (6) 
a, P=1 a=i 
Comme équations elliptiques du second ordre citons: 
l'équation de Laplace 


ñn 


Au= ÿ Pop) 
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l'équation de Poisson 
— Au = f(x), 
l'équation sans dérivées mixtes 


— VS Au (2) de + D Ba (2) a. + C(x)u=f(x) 
a—1 


a=i 


avec 
À oo (&) > 0. 


2. Equations d'ordre supérieur. L’équation différentielle linéaire, 
aux dérivées partielles d'ordre 2m, à n variables indépendantes 


2m n 

à s ôhu … 
> > Aqua … a, (2) as dns de =f(&) (7) 
k=0 œ1, œ2, ..., &y—=1 k 


est elliptique au point x si 


ñn 
o 


ose … ap, (6) Enibns + + En, #0 (8) 


pour |Ë/= 0. 


Elle est elliptique dans un domaine D € E, si elle l’est en tout point 
de ce domaine. 

De même que dans le cas d’une équation du second ordre, la 
condition d’ellipticité (8) peut s’écrire 


1, 2, .….., Tom 


ñn 


2 Auur….o, (7) Eu É,, va) 2 Be. (9) 


fi; œ2, CELE | om 


Un exemple important d’équation elliptique d'ordre supérieur est 
l'équation polyharmonique 


(--A)” u = f (x), 


où À” désigne la mit" itération de l’opérateur de Laplace et se défi- 
nit par les relations recurrentes 


Mu = Au, Mu = À (Au), ..., Au = AA y), m> 1. 


Lorsque m — n = 2, on obtient une équation biharmonique sur le 


plan 
Oâu ôâu êiu 
Zu = — er NP Der — = 
A°u GES +è 0x? Ôx8 + 0x4 Ï (a). 


Toute équation elliptique est d'ordre pair pour nr > 1. 

3. Systèmes d'équations. Soit un système d'équations différen- 
tielles aux dérivées partielles en p fonctions inconnues uy, Us, . . ., Up, 
dépendant chacune de n variables, et soit m; le plus grand ordre des 
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dérivées des fonctions u; figurant dans ce système. On peut écrire ce 
système sous la formo 


ru M j n 
| i, j oh U} 
2 > A. a (2) ann 0 = f(x), (10) 
j=1 = ot, G2, …., = Fa 


Considérons le déterminant d'ordre p dont l'élément situé à l’inter- 
section de la i- ème ligne et de la j-ième colonne est 


n 
3 (i, 2) 
des 2 a =! Ace … Lmj ÉciËue eee Ecnj 
Le système (10) est elliptique au point x si 
n 
\ (i, 5) js 
det  . 2 — Aa … Am} (x) ÉciËcz …. En 4 0 (11) 
pour |E[ 0. 


Lo systèmo (10) est elliptique en un domaine D € E, s'il l’est on tout 
point x € D. 
Un exemple particulièrement important de système elliptique 
est le système nu de Lamé 
0? OU 


02 0? 
CERN ETES mr Une FUN) + 


+ (A+) = — fa, 

GED) EH + (A 2h) SR + +u + 
HA) EE ui 
UE) AE 

HA Op) 2 = fs 


Ce système contient trois a inconnues (p — 3) dépendant de 
trois variables indépendantes (nr — 3) et seulement deux dérivées 
secondes (m; — 2). Le déterminant de la condition (11) vaut pour ce 
système 


nIEP+ (A+) E (À + ui) Éibe (À + pu) bé 
(À + 1) Ë1Ë n|ÉfP+(+u)E (À + pi) Exbs 
(à + pu) Bës (A + u) Ébs IEP + +u)E 


=u? (+ 2p) 16. 
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Si À > 0 et p > 0, comme c’est le cas dans les problèmes pratiques, 


ce déterminant ne s’annule pas lorsque | E | £ 0 
En dimension deux le système s'écrit 


0? 92 0° 
A+ QU) + “24 HA HD) — fs 


dre 


0? U1 
(À +) 0x1 0e Lu Fa 2 LA. Qu) < TE = — fo, 
Je déterminant de la condition (1) est égal à n (À + 2u) | E [*. 
4, Solutions généralisées. Supposons que dans un domaine 


G d'un espace euclidien de dimension n est donnée une équation dilf- 
FETE UOUS du second ordre 


Lu= Ÿ 7 (As (2) a)+S Ba (2) + C (us f{a). (12 


œ, B=1 


On appelle solution généralisée de We (G) de l'équation (12) une fonction 
u (x) appartenant. à ve LE (G) et vérifiant l'identité intégrale 


{ (— 2 A8 de __. +2 Ba n+Cun) dr | fndx (13) 


G LA B=1 G 


quelle que soit la fonction n w € W: (G). 
W? (G) est l’espace des fonctions appartenant à ZL, (G) avec leurs 
dérivées premières généralisées. L'espace W!(G) cest muni de la 


norme 
I vilwco == {| [S (# V'+u]d}" (14) 
G  œ=—1. 


W: (G) est un sous-espace de W2 (G), adhérence relativement à la 
norme de W2 (G) de l’ensemble des fonctions à support borné indé- 
finiment dérivables et à support dans G. 


Supposons que pour l'équation (12) est donnée sur la frontière T 
de G la condition aux limites 
u(z)=0, zxeT. (15) 
On appelle solution généralisée de W?(G) du problème (12), (15) 
une fonction u (x) € W: (G) qui vérifie l’identité intégrale (13) pour 
toute fonction n (x) € W2 (G). 


Supposons que pour l'équation (12) est donnée sur la frontière 
T la condition aux Ie 


0 
= S os — . COS (n, Ta) — (16) 
&, 5 1 
où n'est la normale intérieure à TL. 
On appelle solution généralisée de W} (G) du problème (12), (16) 
3—0372 
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une fonction uw (x) € WI (G) vérifiant l’identité intégrale (13) quelle 
que soit n (x) € W (G). 

De façon analogue on définit les solutions généralisées des équa- 
tions d'ordre supérieur et de systèmes d'équations. 

5. Formulation variationnelle des problèmes aux limites. De 
nombreux problèmes de physique mathématique se ramenant à des 
équations elliptiques admettent une formulalion dile variationnelle 
outro la formulation principale qui est liée à la recherche de la solu- 
tion. Cela veut dire qu’il exisio une fonctionnelle minimisant l’élé- 
ment qui coïncide avec. la solution du problème étudié. Dans ce cas, 
au licu de chercher tello ou tello solution de l’équation différen- 
tielle, on peut poser le problème de l'extrémum de la fonctionnelle 
correspondante. 

Soit à trouver dans un domaine G d’un espace euclidien de dimen- 
sion A la solulion de l'équation 


Lu= Ÿ 7 (4e) +) Cu) =1(), (17) 


[e & B=1 
qui vérifie sur la frontière T du domaine G la condition homogène 
aux limites de première espèce 


u(x)=0, EF. (18) 


On suppose que l’équation (17) est elliptique et la matrice {A4, s (x)}, 
symétrique, ie. À,p (x) = Açpo (x). Le problème (17), (18) équi- 
vaut au problème variationnel suivant : on demande de trouver dans 
la classe des fonctions suffisamment de fois dérivables vérifiant la 
condition (18) celle qui minimise la fonctionnelle 

ou 


l(u)= + [ 2 Aas (7) + C (au Jde + j (x) u (x) dx. 
(49) 


Si dans le domaine G on demande de trouver la solution de l’équa- 
tion (17) qui vérifie la condition aux limites de seconde espèce (16), 
le problème variationnel correspondant s’énonce comme suit: trou- 
ver dans la:classe des fonctions suffisamment dérivables celle qui 
minimise la fonctionnelle (19). Dans les problèmes avec des condi- 
tions aux limites. de seconde espèce, les fonctions parmi lesquelles 
est cherché l’élément minimisant ne sont soumises à aucune condi- 
tion aux limites. 
S'agissant du système de Lamé 


2 
À Far Ga) ae (St 5) ]+7=0 i1, 2, 
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avec les conditions aux limites de seconde espèce 
2 
S ‘ 
2 TijCos(n, x;)+/f;=0, i =1,2,x€er 


le problème s'énonce comme suit: dans la classe des 
fonctions vectorielles suffisamment différentiables, trouver celle 
qui minimise la fonctionnelle 


2 
1W=W(— | > Pau dx — | s fu; ds, 


G i—1 l'i=1 
T (5 duo 
Warez] (2 [(SE) + (52) ]+ 
du: Ouo Ole , us: 2 

Ve (+ Li =) 1h aroal } dr 

La fonctionnelle W (u) est la fonctionnelle de l'énergie de déforma- 
Lion élastique. 

Signalons enfin la formulation variationnelle du premier problè- 


me aux limites pour l'équation biharmonique de dimension deux. 
On cherche dans le domaine G la solution de l'équation 


Au = f(x), EG, (20) 


qui vérifie sur la frontière T la condition aux limites de première 
cspèce : 


u (x) — 0 =(), er. (21) 


Voici la formulation varialionnelle du problème (20), (21): dans la 
classe des fonctions suffisamment différentiables, vérifiant les con- 
ditions (21), trouver celle qui minimise la fonctionnelle 


1W=7 | { (au? —2(1—) ee) |} dr 
— (fur. (22) 
G 


Dans les problèmes relalifs à l'incurvalion d'une lame v désigne lo 
cocfficient de Poisson. Ici l'élément minimisant ne dépend pas de w, 
donc pour simplifier la fonctionnelle Z (u) on peut poser v =- 

Si les fonctions parmi lesquelles on cherche le minimum de la 
Ionctionnelle (22) ne sont pas assujetties à vérifier les conditions 
aux limites (21), tout élément minimisant cette fonctionnelle sera 
solution de l’équation (20) avec.les conditions aux limiles de bord 
libre (cf. 4 $ 1). 

Voir aussi [8], 112}, [5] et [101, 

3% 
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MÉTHODES DE CONSTRUCTION 
DES SCHÉMAS DISCRETS 


$ 1. Principe de la méthode des différences finies 


La méthode des différences finies ou des réseaux ou de discréti- 
sation cst aujourd'hui l’une des méthodes le plus couramment uti- 
lisée dans la résolution approchée de problèmes aux limites posés 
pour des équations différentielles aux dérivées partielles. Le prin- 
cipe en est le suivant. Le domaine de variation continue des argu- 
ments (par exemple, un intervallé fermé, un rectangle, cte.}) est 
remplacé par un ensemble (discret) fini de points (les-nœuds) appelé 
réseau ; au lieu des fonctions à argument continu on étudie des fonc- 
tions à argument discret, définies aux nœuds du réseau, que nous 
appellerons fonctions discrètes. Les dérivées figurant das l'équa- 
tion différentielle ct les conditions aux limites sont remplacées 
(approchées) par des formules discrètes, i. c. des combinaisons linéai- 
res do valeurs prisos par la fonction discrète ‘én' certains nœuds; 
le problème aux limites de l’équation différenticlle se transforme 
en un système d'équalions algébriqües (schéma discret) linéaires 
(si le problème initial est linéaire). 

Si le problème aux limites discret ainsi obtenu est soluble et sa 
solution tend (converge), lorsque le réseau est rendu plus fin, vers la 
solution du problème initial, cette solution est alors prise: pour solu- 
tion approchée du problèmo initial. 

En dépit de son apparente simplicité cette méthode appelle les 
questions suivantes : 

1. Comment faut-il choisir le réseau?’ 

2. Comment écrire le schéma discret? 

Quand on a répondu à cos questions il faut encore savoir : 

3. Le degré d'approximation du problème par le schéma discret. 

4. Si le système est stable ct dans quel sens. 

5. La vitesse de convergence de la solution du problème discret 
vers la solution du problème initial. 

Le propos de ce livre est de traiter ces questions pour divers 
problèmes. 

1. Réseaux et fonctions discrètes. Voyons des exemples simples de 
réseaux. Supposons que le domaine de variation de l'argument x 
est l'intervalle [0, /]. Partageons cet intorvalle en N parties égales de 
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longueur = {/N chacune à l’aide des points x; —ih,i 0,1,...,N. 
L'ensemble des points x; — ih, i = 0,1,2,.,., N, s'appelle réseau 
régulier sur l'intervalle [0, I] et se note © = {x; — ih| i == 0, 1, 
2, ..., N}, et le nombre hk qui représerite la distance des points 
(nœuds) du réseau ©, pas du réseau. 

L'intervalle [0, Î] peut êtro REtARE en N parties à l’aide des 
points arbitraires 0 <'u te. <a <t  LLy 
<< L. On obtient alors le ou os alt = 01 2, SUN, 
Zo == 0, zn ==} dont le pas h;:=x; — x, ce de l'indico i du 
nœud xz;. Sih;  h;+, pour un i au moins, on dil alors que le résscau & 
cst irrégulier. Si h; = const — k — = UN pour tous les i = 1, 2, 

, N, nous obtenons le réseau régulier construil plus haut. 

Sur la droite — oo << x << © on peut considéror le réseau Q -- 
== {x + ih|i = 0, +1, +2,...} constitué d’un nombre inlini de 
nœuds et d’origine un point quelconque z. 

Parfois on aura . intérêt à consiruire des réseaux dont tous les 
pas sont égaux à l'exception du premier : exemple, lo réseau 

© — {23 —='ih + 0,5h|i = 0,1,2,...,N,h— U(N + 0,5))} 


sur l’intorvallo [0, !]. Dans ce cas l'extrémité gauche x — 0 n’est 


pas nœud du réseau. 
Supposons quo le su de variation des arguments z = (x, &o) 
est le rectangle D:={x=(r,, 22) [0e <a, à = À, 7: Construisons 


sur l'intervalle Oz. <la le réseau «4 =- : {ai a) == doha lie = 0, 1, 
2,...,N,} do pas hk—=l@/N. Appelons L'ensemble des nœuds 
Tr (a, ai), ue io) dé coordonnées 21 — jh ct xf2 = jh 
réseau tramant le rectangle D et notons-le par © —{x- (ati, aG)) | 
pre œ) = alor ta = 0, 1, 2, ..., Nas Q==1, 2}. Ce réseau cst régulier 
en +, Ot x,. Si l'un au moins des réseaux w, est irrégulier, le 
résean w l'est également. Si A —h, lo réseau est carré. Si h lu, 


le réseau régulier © sera rectangulaire. Le réseau w est. composé 
visiblement des points d'’intorscction des droites 2, = #1 — ih4, 
= 0,1,2,..., N,, et des droites x, = 201) = ÿoho, ia = 0, 1,2, ..., Na. 

La fonction @ — œ (x;) de l’ ont discret x;, i == 0,1, 2,. 

, N est appelée fonction discrète définie sur le réseau © (le en 
est lui-même défini sur l'intervalle [0, 2}. 

À toute fonction continue f (x) définie sur l'intervalle [0, Z} on 
peut associer une fonction discrète y; définie sur le réseau w (projeter 
j (x) sur le réseau &) en supposant par exemple que y; = f (x;) = 

x ;+1/2 
= ji, p; — + | f (x) dx, etc. La deuxième de ces projections peut 


x 1/2 
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être opérée aussi bien pour des fonctions continues que pour des fonc- 
lions admettant des discontinuités de première espèce, voire même 
pour des fonctions simplement intégrablos. 
On remarquera qu'une fonciion discrète, définio sur des réseaux 
distincts mais possédant des nœuds communs, ne prend pas forcé- 
ment les mêmes valeurs aux nœuds communs. Plus exactement, 
supposons donnés une fonction discrète @” (x) et deux réscaux, l’un 
de pas À — 1, l’autro de pas k -— h,, tels que k,  h,. Désignons ces 
résoaux respectivement par œ" et w':. D'une façon générale 
oh (x) 4 pla (x) pour x € œM et x E w': Un exemple simple de 
(i-0,5)h 

telles fouctions est la fonction discrète œ; = — Î (x) dx, 
(i-0,5)h 

où f(x) est une fonction d’argumont continu. 

2. Approximation d'opérateurs difiérentiels élémentaires. Erreur 
d’approximation. On appelle opéraleur aux différences ou discret 
tout opérateur L, envoyant une fonction discrète y dans une fonc- 
tion discrèle ŸY = Lyy. Un opérateur différentiel L, défini dans la 
classe des fonctions d’argumont continu peut être approché par un 
opératour discrot Z;, défini sur des fonctions discrètes. Pour cela 
chaque dérivée est remplacée par une formule discrèle contenant les 
valeurs de la fonction discrète en plusieurs nœuds du réseau. L’en- 
somble des nœuds utilisés pour la description de l’opérateur discret 
s'appelle lo stencil de cet opérateur. 

Voyons comment approcher les dérivées premières et secondes 
d’une fonction d’une variable, 

Soit Q = {x + ih | i — 0, +1, +2, ...} un réseau régulier de 
pas À sur la droite — © << x << 00. Considérons la dérivée première 
Lv = v' d'une fonction v (x). On peut lui substituer plusieurs formu- 
les discrètes. Par exemple, les différences régressives 


Vi —V;-1 = 
Lu = Et = Liv, 


les différences progressives 


Diet Vi _y+ 
Lv — —— = Livi, 


les différences centrales 


Vig4 Vi 


Jci v; == v (x;) el le symbole — désigne la correspondance ou 
l'approximation. 

En remplaçant Lv par les différences L;v on admet l'erreur 
Liv; — (Lv); = Ÿ;, appelée erreur d'approximalion de l'opérateur L 
par l'opérateur discret Z,. [l est naturel d'exiger que cette erreur 
tende avec À vers zéro. Pour évaluer 1; il faut supposer quo v (x) 
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est une fonction différentiable. Supposons que v (x) € C, où m > 2. 
Développons v (x) en série de Taylor au voisinage du point x = x: 


Vis = 0; + hv; +0 (h?) 
et calculons 
pr == Liv, —vi = 0 (h), di = Liv; — vi = 0 (h). 


D'où il résulte que D — 0 lorsque k —+ 0, 

Soicnt L un opérateur différentiel, Z,, un opérateur discret sur un 
réseau Q, où k est un paramètre caractérisant la finesse du réseau. On 
dit que l'opérateur discret L, 

1) approche l'opérateur différentiel Z au nœud x, € Q, si 4; — 
= Liv; — (Lv),, où v (x) est une fonction suffisamment différentia- 
ble qui tend vors 0 avec h; 

2) approche L avec un ordre n (n > 0) au nœud zx; € Q si 1; = 
= 0 (”). 

L'examen dos formules de LE nous montre que Liv; et Liv; appro- 
chent L, = v' avec un ordre un pour v € CC‘, où m > 2. L'’accrois- 
sement de m ne modifie pas l’ordre d’approximation. 

Considérons maintenant l'opérateur £?. On montre sans: peine 
que Lpv; approche v’ (x) avec un ordre deux pour v (x) € C, m>x3. 

Dans la suite on se servira des notalions 


ri = (Vi — Vin R, ve, à = (Vita —vi)/h, 
1 - 
v$,41= (in —V;1)/(2h) = DJ (Ur, : vx, i). 


Dans les cas où l'indice i du nœud importera peu on l’omettra et 
l’on écrira simplement ve, v,, v£. 

Considérons maintenant la dérivée seconde Lv= v". 11 esl 
évident qu'elle ne peut être approchée sur un stencil de deux points. 
Choisissons un stencil de trois points composé des nœuds x;_,, Z;, +;41 
et considérons l'opérateur discret 

1 Vie — AVi “+ vi_4 
A A D DNS 
Si v(r)E CC, m>4, on peut écrire que 


, , h? Le D" ’ 
Vis = Vi E Avi + vi vi +O(h*). 
D'où il résulte (on omet l'indice à) 
Vyx — 0" = O (h), 
1.6, =, est une approximation d'ordre deux de v”., 


À noter que l’ordre d’approximation: de l'opérateur discret L, 
dépend effectivement de l’ordre m de différentiabilité de la fonction 
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v (x). En fait, partout il a été question de l’ordre maximal d’approxi- 

mation qui ne varie pas lorsque l'indice m de la classe Cf” croît; 

eu supposant que v (x) était une fonction quelconque de €”. 
Voyons le cas plus complexe de l'opérateur 


Lu = Au = _. + + : 
oùuæuf(x, x.) est une fonction de. deux arguments, x, et %;,, 
parcourant le plan Ox;r,. Introduisons le réseau 
Q={r=ti, = (x, a) ES = La + bah » 
lu = 0, +1, H2, ..., a=1,2}, 


et faisons le changement 


d2u u (ef, z03)) — 2u (4), 269) | 2 (it), EC) : 
ôx? PR De ee tn ie 
1 XX; nl 
on af, 240 2 ça, 260) + ua 20) 
Z ne D Sn ne 'X2x2, 2° 
ûx; XX: he 


On obtient ainsi l’opérateur discret Lu: = d+u, )i. Cet Opéra- 
teur est défini sur le stencil des cinq points (xt), zt2)), (rQt-1), 
af), (a(i41, zfid), (ati, get), (209, aG2+1)), Comme 


u- . == Ou/0x,+O0(he), a —1, 2, 


l'opérateur L, admet une approximation du deuxième ordre en } 
et h : 
Vri)= Luis, is — (Luis = O0 (R£ + he). 
Jusqu'ici nous avons évalué la grandeur de l'erreur d’approxima- 
tion + — Lyv — Lv en un nœud isolé zx; € Q. Si l'opérateur Z;z 
approche l’opérateur L en tous les nœuds x; € @, on dit que L, 


approche L sur le réseau Q. Dans ce cas, pour évaluer l’erreur d'appro- 
ximation il est plus commode de se servir de la norme 


Ip Ile == max | (x) |. (1) 
xeQ 


Pour évaluer la fonction discrète 1 on peut utiliser d’autres nor- 
mes, par exemple 


blu DHIbG vle= QE GT, (2) 


où H — h en dimension un et H — h;hk, en dimension deux. 
Supposons que [lp || est uno norme pour les fonctions 1p (x) 
définies sur le réseau Q@. Dans la suite on dira que l'opérateur dis- 
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cret Ly 1) approche l'opérateur différentiel L relativement à la norme 
[1 si [ol = ILnv — Lu — 0 lorsque k —+ 0; 2) approche L avec 
un ordre n > 0 (Ly possède une approximation d'ordre n) si [[b|| — 
= © (h”), ou [fb {| L MA", où M =: const > 0 ne dépendant pas de h. 

Si v est une fonction suffisamment différentiable et Q un réseau 
régulier, tous les épératcurs discrets considérés plus haut possèdent 
le même ordre d’approximation dans n'importe Jaquelle des nory- 
mes (1), (2). 

Il en va tout autrement dans le cas d’un réseau irrégulier. Soit 


o—{r;li-0, : PR SANS zo = 0, Zn = 1} 


un réseau irrégulier de pas À; = 2; — aix, à = 1, 2, ..., N sur 


l'intervalle [0, 1}. Envisageons l'opérateur Lv — v". Associons- 
Jui l'opérateur discret 
À Fois —vi Vi Vi 1 
Lave [ER ES | he it hu), @) 


défini sur le stoncil (x;_1, «;, si 
Calculons l'erreur d’approximation 


W = Li — (Lov);. 


En supposant que v (x) € C'® JO, 1] et en utilisant les développements 
de Taylor 


; h?, 
Va Vi + hi + + vu} +0 (ki41), 


? L LA h} 
Vi-1 = Vi hivi + Vi — D + O (hi ) 


on déduit 
pm HER of O (his4) + O (ht) = He y O (nà). 


Il est évident que |blle = © (ho), hill = (Ro), ll, = © (ho), 
ho = max hk;. Donc, L, possède un premier ordre d'approximation 


[0] 
dans les normes ||: Île, l-llzs 1l- lu. : | 
Montrons que si la norme est dûment choisie, plus exactement si 


N-1 ï 
l'oll= [ 2 h; (2 habr)°172, (4) 


l'opérateur (3) aura un deuxième ordre d’approximation : 
Hb= 1 Lav— Lv]= 0 (ho). 
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Comme vÿ = vf}s +O(h;4), alors 


oO 


nt h},.s — hÈ U/3 2 
(hi —h;) Vi — CNET V4 +- O (hf) = 


1 2 7 2 2 
— pa (hiivir Le hi vi) à ns 0 (hi: }, 
ot Ÿ; peut s'écrire 


è 
LE — +, 


ou 


: 1 1 4 
Per in n) M Mig hivi — O (hi), pé = O (hi). 


î 
En calculant D Ayby = D (ri — 9x) = Mrs — M et puisque 
} h=1 


= 1 
ln 1 == © (hÿ) il vient [hbll = O (h?). D'où il s'ensuit que pl < 
<< PI + HP MA, où M —consl > 0 ne dépend pas du 
réseau, i.c. l'opérateur ZL, défini par la formule (3) possède un deu- 
xième ordre d'approximation dans la norme ||-| (4) sur tout réseau 
irrégulier &. 
Ce résullat esl valable également pour les normes 


N-i N-1 N-1 î 
PISE Z ke C2 TT, ele D TZ Raul. 


On remarquera que [| | << 1% Il < Ib Ir, NY Ile. Les inéga- 
lités inverses n'ont pas lieu pour des fonctions discrètes arbitraires. 

Dans la suite on se servira des notations suivantes pour los diffé- 
rences sur up réseau irrégulier 


_- Di-— Vi Vi41 Vi Digi — Vi 
D.  _—— UV. = me le) QE 
X, 1 h; ’ X, 1 hi, ; x, 1 hi ’ 
= 1 Vi+17 Vi Vi Vi 
Un ,—— (y. = ( DL = | 
xx, Ÿ (x, à x, à) LE hi1 LE | 


3. Position des problèmes discrets. Approximation et convergence. 
Jusqu'ici nous nous sommes occupés de l'approximation d'opérateurs 
différentiels simples par des opératcurs discrets. D'ordinaire on 
demande d'intégrer l'équation différentielle Lu — — f (x) moyennant 
des conditions subsidiaires (par exemple des conditions aux limites). 
Donc, outre la construction de l'opérateur discret, il importe d'appro- 
ximer sur un réseau le second membre de l'équation différentielle 
ainsi que les conditions subsidiaires, et ensuite poser le problème 
discret, i.o. former un système, d'équations (algébriques) discrètes. 
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Voyons quelques positions de problèmes discrets. 
Exemple 1. Au problème aux limites pour l'équation diffé- 
rentielle du deuxième ordre 


Lu = u"-= —f(x), 0<zx<1,u(0) — go u (1)-=8 (5) 
on associe sur un réseau régulier © les problèmes aux limites discrels 
Get — 2yi + pin = — ph i=1,2,..., N —1, 
Yo = 8or UN = 81 (6) 
Où p; = f (xi), 
Gita — y + Yi) = — quht, à = 1, 2, ..., N —1, 
Yo = 80 Yx = Eu (7) 


NE h? ” 
où = fr) +35 f (mi). 
Exemple 2. Au problème aux limites 
u" — — f(x), OL rx <AÂ, u (0) = xu (0) — g,, u (1) -= g (8) 


sont associés sur un réseau régulier ow les doux problèmes discreis 


1 e 
He (ia 2ÿi + Vin) — qu i=1,2,..., N—1, 
1 (9) 
7 (Ai — Yo) = Xÿo — Los Un — Br, 


: Lost i—1, 2, , N—1i, 
(10) 


L (V1 — Yo) = Xÿo — (&++ Ï ()) » YN—E1- 
l'our l'instant laissons de côté la solubilité des problèmes (6), 
(7), (9), (10) et occupons-nous de l'erreur d'approximation de ces 
problèmes. L'opérateur discret 
Ây = Yia — y + Yi (11) 


2 
(cf. (6), (7)), n’approxime pas l'opérateur différentiel Lu — _ car 


(ar) Aero. 


Le second membre (6) n "approxime pas non plus le second membre 
de {5). Ce qui n'empêche que l'équation différentielle (5) est appro- 
ximée par l'équation discrète (6), puisque dans (6) nous avons 
affaire à une équation dont le sens n'est pas modifié après 
la multiplication par une fonction quelconque. En multipliant 
(6) par 1/k? on obtient au premier membre l'approximation do 
l'opérateur d?/dx?, et au second, celle du second membre de (5). 


Nous avons vu au 2 que l'opérateur discret A, = h-?À approximait 
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l'opérateur différentiel d?/dx? au deuxième ordre sur toute fonction 
v (x) E C9, Le second membre de (5) est approximé exactement. Si 
donc l’on avail défini l’erreur d'approximation do l'équation discrè- 
te au moyen de l’expression 


4 (x) = Liv + @ — (Lo +), zE o (12) 


où v (x) est une fonction quolconque suffisamment différentiable, on 
aurait obtenu 1 (x) = © (h°). 

Après mulliplication par hk7?, l'équation discrète (7) aurait eu 
une erreur d'approximalion © (h°) au sens défini. Or on a vu au 2 que 
l'ordre d’approximation d’un opérateur dépendait essentiellement. 
de la différentiabilité do la fonction sur laquelle a liou la vérifica- 
tion. Donc, si dans (12) la fonction v (x) est différentiable un nombre 
de fois moindre que dans C, alors l’errour d'approximation de 
l'équation (6) sera supérieuro à © (h°). Pour cette raison v (x) doit 
être supposée autant de fois différentiable que la solution du pro- 
blème approximé (5). Bien plus dans l'approximation du problè- 
me (5), nous devons davantage nous soucier de l'écart entre la solu- 
tiort approchée du problème (6) ot la solution du problème (5) que de 
l'erreur d'approximalion du schéma quoique ces questions soient. 
étroitement liées. 

Soit la fonction z (x) =: y (x) — u (x), où y (x) est solution du 
problème (6) et w (x) solution du problème (5) sur le réseau o. Com- 
posons l’équalion à laquelle devra satisfaire la fonction discrète 
z (x). En portant y (x) — 3 (x) -+ u (x) dans (6) on obtient 


Zits — 22 +2 — Ni — (usa — Qui + ui). (13) 
Multipliant (13) par hk°°, il vient 
L3 NE (p + Lu), où Lp2 = 2x3, (14) 


Comparons la parenthèse du Second membre de (14) avec la défini- 
tion de l’erreur d'approximation (12). Cette comparaison fait apparaî- 
tre que la parenthèse de (14) coïncide avec la fonction + (x) de (12) 
si pour fonction v (x) de (12) on prend la solution du problème ini- 
tial (5). Si l’on prend la parenthèse (14) pour définition de l'erreur 
d'approximation, on est automatiquement dispensé de considérer 
la différentiabilité de la fonction v (x) dans la définition de 1 (x). 
Soit donc l'équation différentielle 


Lu = — J (x), (15) 
qui est sur le résean Q approximisée par l'équation discrète 
Lay = @q (x). (16) 


Considérons le résidu 4 (x) = Lu + y (x), x E Q, où uw est solu- 
tion de l'équation (15). 
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On dira que la fonction ÿ (x) est l'erreur d'approximation de l’équa- 
lion (15) par l'équation discrète (16) si l’opérateur discret Ly appro- 
xime l’opéraleur différentiel ZL sur des fonctibns suffisaiïnment diffé- 
rentiables. 

Dans la suite on dira que l'équation discrète (16) : 

1) approxime l'équation différentielle (15) dans la norme || - || 
si lb | = || Zau + p [1-0 lorsque  —+ 0, 

2) approxime l'équation différentielle avec l'ordre n (n> 0) si 
Hi := 0 (7) où Hp <MR*, où M — const > 0 ne dépend 
pas de À. 

Servons-nous de la nouvelle définition de l'erreur d'approxima- 
Lion des schémas discrets pour vérificr l’ordre d'erreur des schémas (6) 
et (7) dans l'hypothèse que la solution de l'équation (5) soit suffi- 
samment différentiable. 

Pour le schéma (6) 


P= ut pus, +f=u" + uv fHO (Hi) = 0 (R?). 
Pour le schéma (7) 
p= Lit pau ++ fau + uv 
+ SH TE OCR) = (UP) ("+ f)" + 0 (hi) = O (RS), 


puisque u” + f(x) = 0. 

Donc, si la solution du problème (5) est u (x) € C®, l'erreur 
d’approximation du schéma (6) est O (h°), si c’est u (x) € C®, alors 
l'erreur d'approximation du schéma (7) est O (h‘). L’accroissement 
de l’ordre d’approximalion du schéma (7) par rapport au schéma (6) 
tient au fait que nous étudions l’erréur d'approximation sur une 
solution du problème (5) et non sur une fonction arbitraire v (x). 

De toute évidence, les erreurs d’approximation des problèmes (6) 
et (7) seront globalement (compte tenu des erreurs d’approximation 
des conditions aux limites) les mêmes, car les conditions aux limites 
sont exactement approchées. 

Calculons l'erreur d’approximation du problème (8) par les pro- 
blèmes (9) et (10). Il est clair que les erreurs d'approximation des 
équations de (9) et (10) seront les quantités O (k°), puisqu'elles ne 
diffèrent pas de l’approximation dans le problème (6). Etudions 
l'erreur d’approximation de la condition aux limites au point x = 0. 

Pour le schéma (9) 


Vs == Us, o — Ho + go = U" (0) ++ u" (0) — xu (0) + go + O (h?) -= O(h). 
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Pour le schéma (10) 
D = U,0— #0 ( g0+ 5 7 (0)) =” (0)+- À u (0) — xx (0)+ go + 
+2 / (0)+ O (HE) =. (u' (0) — nu (0) + go) + 
+3 (u"(0)+ f (0) + O (h?) = O (h?) 


puisque 
u" (0) = xu (0) — g,, u" + f = 0. 


Ce nouvel accroissement de l’ordre d’approximation provient du fait 
que nous approximons la condition aux limites sur une solution du 
problème (8). 

L'un des plus importants problèmes de la théorie des schémas 
discrets concerne, rappelons-le, la vitesse de convergence de la solu- 
tion du problème discret vers la solution du problème initial. 
| Soit à intégrer l’équation différontielle avec la condition aux 
imiles 


Lu = — f(x), lu = — g(a). (47) 


Le problème (17) est approché sur un réseau © par le problème 
discret 


Liy = —p(x), zE &, y =v(2), x E y, (18) 


où w est l’ensemble des nœuds intérieurs du réseau w et y, l’ensemble 


des nœuds frontière, © — w{(Jy. On dira que la solution du problème 
discret (18): 

4) converge vers la solution du problème initial sur lo réseau © au 
sens de la norme ||: {ln Si 1 y — & Ilan) > 0 lorsque k —+ 0; 

2) converge vers la solution du problème initial au sens de la nor- 
me ||: ha à la vitesse O(h"), n 0 si [y —u|l An) O (h") 
(ou Hy—ullu, < Mk”, où M est une conslante positive ne 
dépendant pas de h). 

4. Stabilité dés schémas discrets. Nous avons introduit plus haut 
les notions d’approximation et de convergence d’un schéma. On rap- 
pelle que l’on étudie l’erreur d’approximalion non pas sur un réseau 
fixe, mais sur une suite de réseaux {w,}. Aussi considérera-t-on que 
partout il a été question non pas de la solution d’un problème discret 
isolé, mais d’une suite de solutions {y*} d’un problème discrot dé- 
pendant du choix des réseaux. Ici » est un paramètre caractérisant le 
réseau. Si le réseau est unidimensionnel et régulier, » est un nombre 
(le pas du réseau). En général, k est un vecteur de norme | À | > 0. 

Pour étudier la convergence du schéma, il faut étudier celle de la 
suite {2% = y} — u}} lorsque | k | 0, où u" est la projection dé 
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la solution analyliquo u — u (x) du problème initial sur l’espace des 
fonclions discrètes définies sur le réseau w,. Voyons maintenant 
la stabilité qui est une notion fondamentale en théorie des schémas 
discrets. 

Soit donné le schéma 


Lng= —q"(z), y" = --v" (x) 
et soit 


4" — Lu” .. p”, pe _ Lu! 2 vh, 


son erreur d'approximation. En supposant quo u — u (x) est suffi- 
samment de fois dérivables, on peut obtenir le développement asymp- 
totique de 4" et 4% par rapport à | k |. Cependant la connaissance de 
l’ordre d'approximation ne suffit pour juger do la qualité du schéma. 
Il'est nécessaire d'en évaluer la précision, i.e. l’ordre d'erreur z" — 
— y} — u*#, On obtient celle évaluation si le schéma est slable. 

Définissons la stabililé du schéma. 

Soient y} et yà les solutions des problèmes (18) avec les seconds 
membres }, v* et à, vi respectivement. Le schéma (18) est stable 
si existent des constantes positives WM,, M, et ko, no dépendant pas 
du réseau wx (du paramètre vectoriel h) et du choix des seconds mem- 
bres, telles que pour | À [SA, l'on ait 


lu ville, SM p5 — ph lle + Mel vale,» (19) 


où ||- || Appt Il Îles Ile [ls sont des normes sur l’ensemble des 


fonctions discrètes définies sur le réseau w2. La stabilité du schéma 
discret signilie que la solution {y*} du problème (18) est uniforme 
en À et dépend continôment des seconds membres (les données 
d'entrée) {p#*, v"} et partant une faible variation des données d’en- 
tréc entraîne une faible variation de la solulion. 

Si le schéma (18) est soluble quols que soient les seconds membres 
admissibles (les données d'entrée) {œ", v*} et stable, on dit que le 
problème discret (18) est correctement posé ou encore que le sché- 
ma (18) est correct. Si le schéma est correct il possède une solution 
unique. En effet, supposons que le problème (18) admet deux solu- 
tions y* et y} correspondant aux mêmes données d'entrée {@”, v'}, 
de sorte que @# == @h = q#, vh = vh = v*, De (19) il vicnt alors 


vb — 8 la SM 10 le, + Ma 10 lle, 0, i. e. = yà. 


En définissant la stabilité (19) on n'a pas supposé la linéarilé des 
équations (18). Supposons que le schéma (18) est linéaire. Alors y} = 
= 0 est solution du problème pour q=v=0, En faisant y} — 
= y}, ph = pl, vè = vh ot y — ph = vi = 0 dans (19), on constate 
que la stabilité du schéma linéaire implique la réalisation de la 
majoration a priori 


fu” fleur SM 1 D fees) + Ma es (20) 
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Dans cet ouvrage nous n'envisagerons que des schémas linéairos, 
étude de Ja stabilité du schéma discret (18) se ramène pratiquement 
à l'établissement d’une majoration a priori du type (20). 
Si le schéma cst stable, on obtient sans peine la majoration de 
l'erreur 
2ù (x) = y" (x) — ul (x), 


où y" (x) est solution du problème (18) et # = w (x) solution du pro- 
blème initial (17), en fonction de l’errcur d’approximation 


pt (x) = Lau +", zEon = ut ht, xE ve. 
En effet, là solution u—u(x) vérifie les conditions 
Lau = — (pp), ut = — (1! pr). 


‘ LR sent on nl D eh h 
Posant ensuite Vi = y » PA} vi in , Yi =U", Pa = P TV 
vè=v'—1vÿ} et utilisant la majoration (19) ‘qui cxprime la stabi- 


lité du schéma (18), on obtient 


tu" [la Mall" les + M ft flo. (21) 


Si le schéma est linéaire, pour l'erreur z"*:on obtient le problème 


/ h h 
Liz" = —%", 2€ 0, 2° = pre zEW, 


identique au problème (18) ; on peut utiliser immédiatement la majo- 
ration (19) ct déduire (21). 

De la majoration (21) il s'ensuit que si le schéma (18) est stable 
et approche le problème (17), il est alors convergent lorsque | k | — 0. 
En effet, || y} — u" {|a,, —.0 lorsque k+0 si | Ike, -> 0 et 
hp em, — © lorsque | h | — 0. 

La majoration (21) entraîne que l'ordre de précision du schéma (18) 
est défini par l'ordre d'approximation. Pour que le schéma converge, 
pour fixer les idées à la vitesse O (| |”), m > 0 (admette la préci- 
sion O0 |h|"), il-suffit qu’il possède (sur la solution u — uw (x) du pro- 
blème (17)) une approximation qui soit du même ordre i.e. 


ID Île = 0 (RP), bles = 2 CRT). 


La démonstration de la stabilité des schémas se ramène à l’éta- 
blissement de majoration a priori (19) ou (20). Aux chapitres III, V 
et VI on établira des majorations de ce type avec des normes diffé- 
rentes || + [l«o.nm, &:= 1, 2, 3 pour des schémas discrets approximant 
des équations elliptiques du sécond et du quatrième ordre. Ainsi, au 
chapitre III, on éludiera la stabilité au moyen du principe du maxi- 
mum et los majorations a priori renfermeront les normes discrètes 
sur C : 


lg" les ==maxtg" (@)l, vla, =max{vt(x)l, elles =19" la: 
xEOp xEY 
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$ 2. Principes de construction 
des schémas discrets 


1. Critères régissant les schémas discrets. Au paragraphe précédent 
nous avons cité des oxemples d’approximations discrètes pour des 
opérateurs différentiels du premier et du second ordre et pour des 
équations différentielles du second ordre avec des conditions aux 
limites renfermant la dérivée première. Nous avons traité des exem- 
ples élémentaires. 

La construction des schémas discrets se complique singulièrement. 
si les équations différentielles sont à coefficients variables. Sur un 
stencil donné on peut construire une infinité do schémas équivalents 
par leur ordre d'approximalion. Par exemple, pour l'équation 
différentielle 


qu — f(x) (1) 


on peut construire sur le stoncil (x;_,, &;, ty4,) la famille à un para- 
mètre de schémas 


Yi — Yi + Yis1 
Lhyi = PE = —diy; = —ÿ;, 


di = aq + (1— 20) gi; + Gqirns Qi = (ti), 


possédant un deuxième ordre d’approximation 4 — Lyu + f — © (h°?) 
quelle que soit la valeur du paramètre &. Dans la formule (2) on peut 
ajouter le terme fh°?, où f cest un nombre arbitraire, au coefficient 
d; en y, sans modifier l’ordre d’approximation. Il se pose donc le 
problème du choix des schémas discrets dans un ensemble de sché- 
mas admissibles, définis sur un stencil.et possédant un même ordre 
d'approximation. Pour cela il nous faut formuler les conditions 
imposées aux schémas discrets. Toute méthode approchée doit per- 
mettre de trouver la solution numérique du problème avec une pré- 
cision donnée & au bout d’un nombre fini d'opérations Q (£) (en un 
tomps machine fini). Il est naturel de chercher à minimiser le nombre 
d'opérations Q (e), i.e. de trouver une méthode numérique écono- 
mique. 

La résolution numérique du problème de physique mathématique 
se décompose en deux étapes: a) écriture du système d'équations 
discrètes (schémas discrets) approchant le problème posé pour 
l'équation différentielle, b) résolution de ce système d'équations 
discrètes. 

Dans cet ouvrage nous ne verrons que la construction des sché- 
mas discrets. Cependant, il ne faudra pas perdre de vue le volume 
des calculs qu'il faudra effoctuer pour trouver la solution et qui 
dépendent tant de la structure quo de l’ordre du système d'équations 
discrètes. 


4—0372 


(2) 
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Avec une méthode de résolution fixe le volume des calculs sera 
d'autant plus petit que l’ordre du système sera bas (le pas du réseau 
sera grand). Mais la réduction du nombre de nœuds entraîne une perto 
de précision du schéma. C’est pourquoi il y a intérêt à disposer d'un 
schéma d'un ordre maximal de précision (dépendant de la différen- 
tiabilité des coefficients de l'équation différentielle, des conditions 
initiales et aux limites). Pratiquement cela veut dire qu'il faut 
chercher des schémas de stencil minimal, possédant sur ce dernier un 
ordre d’approximation maximal si les solutions de l'équation diffé- 
rentielle sont suffisamment différenliables. Il importe de se donner la 
famille initiale de schémas sur le stencil choisi et de chercher dans 
cotte famille les « meillours » schémas dans un sens qu’il faudra pré- 
ciser. 11 faut diro ce qu'on entend par meilleur schéma, i.e. formuler 
des critères qui définiront la qualité du schéma. 

Il est indispensable d'indiquer les caractéristiques aussi bien 
quantitatives que qualitatives du schéma : 

a) Le schéma doit être homogène, i.e. quels que soient le problè- 
me de la classe À, le réseau et le nœud, l'écriture des équations dis- 
crèles doit obéir à un même principe. La classe de problèmes Æ est 
définie par la donnée de l’équation différentielle et de l’espace fonc- 
tionnel qui contient les coellicients de cette dernière. 

b) Le système d'équations discrètes doil être soluble sur tout 
réseau admissible et pour tout problème de la classe A. 

c) Le schéma doit être convergent pour tout problème de la 
classe À. 

Ces critères définissent la famille initiale de schémas discrets 
admissibles. 

Les schémas doivent remplir les conditions subsidiaires suivan- 
tes : 
1) l’ordre d’approximation doit être défini (par exemple, Ÿ — 
— O (hk?) sur l’ensemble Æ (&) X des solutions différentiables), 

2) l'ordre de précision doit être maximal sur la classe X tout 
entière. 

3) le schéma doit être économique, i.e. il faut arriver à la solu- 
tion du système d'équations discrètes en un minimum d'opérations 
sur machine. 

La famille initiale contient un ensemble de « meilleurs schémas » 
dont la recherche fait précisément l’objet de cette théorie. Arrêtons- 
nous plus amplement sur la notion d’homogénéité des schémas 
discrets. 

2. Schémas discrets homogènes. Traitons le cas de fonctions d'une 
variable. Soit 

Dh — {ti = ih, i = 0, +1, +2, Te. 


un réseau sur la droite numérique —00 << & << ©, k (x), une fonction 
vectorielle des coefficients de l'équation différentielle. Ainsi, s’agis- 
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sant de l’équation 


d d 
Fr (% a+) — ko (x)u= —k3(x) 


il est évident que le vocteur X (x) a pour composantes #;, (x), #, (x), 
ka (x). 

L'homogénéilé du schéma signifie que scs coefficients sont des 
fonctionnelles des coefficients de l'équation différentielle, qui dépen- 
dent du pas k comme d’un paramètre, mais ni du nœud du réseau ni 
du choix des coeîlicients k (x). 

Soient donnés le stencil 


M == {— m1, —m +1, ..., —1, DT: Mo}, 


où m >> 0 et m, >> 0 sont des entiers sur lesquels est définie une 
fonction discrète y (j), j EM, et le stencil Z == {—m, K SL Ma}, 
sur lequel est définie une fonction vectorielle # (s) (pour simplifier 
nous supposerons que les extrémités des stencils M ct Z sont con- 
fondues). 

Désignons par A4? L& (sl, Fh [k(s)l, j € M, s € Ÿ des fonctionnelles 
stencils. 

On considère la fonctionnelle 


D {y ()] 2. AÏ 1 (s)1 y" (5) + (s)1 


à partir de laquelle on passo à un schéma homogène. En posant 


y()=y" (tit+ih), k(s)=k (x; +5h) 


et en se servant de l'expression de D", on obtient le schéma discret 
homogène 


(Liu +F°), = À AÏ Uk (+ 5h)} w (es + 3h) + A (ei 45h) = 0, 


où y" (x;) est une fonction discrète, k (x), une fonction vectorielle 
de l'argument continu x. 

On définit une famille de schémas homogènes par la donnée des 
fonctionnelles stencils 


A [k (s)] et FA {k (s)}, j= ni — M +1, 03 Mo 


Ces schémas ne sont pas à proprement parler arbitraires, ils doivent 
obéir aux critères mentionnés précédemment : solubilité, approxima- 
tion d'ordre défini et économie. 


4% 
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Jllustrons la notion d’homogénéité sur l’exemple de schémas de 
irois points pour le problème 


d d 
 (e(o) )—auz f(x, O<r<1, (3) 
u (0) = ju, u (1) = Mes 
où k(x)>0, g(x) > 0. L 
Considérons le stencil (t;1,2;,2%;:,) sur le réseau wœ—={r; — 
—ihli-0,1,...,N,h=1/N}, de sorte que M={—1,0, 1} et 
m =mMm=1. Supposons que le stencil des coefficients est à = 
—{—1<s<1}, et soient A [k(s)], B'{k(s)], F'[k(s)], —1Ss<1 


des fonctionnolles stencils, 
Considérons lo schéma discret homogène 


1 Mix Vi Vi Vin” 
rl #— £ — 4; G "a J-dui — P;, i= 1,2, N—1i, (4) 


Yo — Mis Yu — Mo: 


dont les cocfficients se définissent de la même façon on tous les 
nœuds z; € w et quels que soient À (x), q (x) ct j (x): 


a = APlk(x;+sh)], b;=B"{k(x;+sh)], 
di = F{q(ri+sh)}, qi F" [f(x 45h). 


Pour simplifier nous avons supposé (cf. 5) que chaque coefficient de 
l'équation discrète dépendait seulement du coefficient respectif de 
l'équation différentielle. Dans le cas général, 4*, B*, Fh" sont des 
fonctionnolles non linéaires. 

Soit uw (x) unc solution du problème (3). L'erreur d’approximation 
pour le schéma (4) se définit comme le résidu 


1 i1 Ui — bi. 
Ÿi ee [0e HAE a, ME | du + qu. (6) 


(5) 


Si l’on suppose quo u (x) est suffisamment différentiable, décompo- 
se U;4, suivant les puissances de h et désigne par p; (k) toute expression 
dépendant de x; et Lendant vers zéro avec h, on obtient 


, R?  , 
Ui+y = U; +- Ru; +- + ui + hk?p; (h) ? 
, h? 
nu; hui + ui + hp; (h), 
bi —a; 


: b; . ; | 
pi EE ui + EE ui — dun + qi + pi (Re). 


Une comparaison avec l’équalion 
Lu” + k'u' — qu + ® = 0 
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fait ressortir que 
h;- ” bj — , , 
Vi = (nur (ri) ui — 
— (d;—qi)u; + fi+ pi (h), 
1.0. 
VW, =p;(h) 0 pour k—0, 
gi seulement 
Dei ep + p, (H), = hi pi (Re), 


d;=Qqi+pi(h), Reel (h). 


Dans toute la suile, on supposera que les fonctionnelles stencils À, 
B, F sont linéaires ct ne dépendent pas du paramètre k. Utilisons les 
développements 


k (sh) = k (x) + shk° (x) + ho (R), q(e + sh) = (#) + p(R), 
f (45%) = [ (a) +p (k) 
pour établir que 
a; = A [lk, + hk;A [sl + hop (h), 
b, = B]k;, + hkiB [s] + ho (h), 
= F [1] qi +pG),p=Fr [11f; - p (h). 
Portant ces expressions dans la condition (7), on obtient 
All-=BMI)=FI-=1, Bfs] — As] = 1. (8) 


Si ces conditions sont remplies, le schéma (4) possède une approxima- 
tion i.e. 4 — p (k) +0 lorsque h — 0. 

L'existence d'une approximation du second ordre pour le sché- 
ma (4) se traduit par les conditions 


Pepe 


(7) 


=k+0(), Ex +O (Re), 
deg + OU), Pi fi +0 (R?). 


On peut s’en assurer en portant 


(9) 


’ h? La L//4 
Ui+i =U; + hui +—- ui + LR +2 E ulV + hp (h) 


dans l'expression de 4; et en en que Ÿ; = O (h?). Par des raison- 
nements analogues aux précédents on démontrerait que (9) entraîne 
en plus de (8) les conditions 


B[s?l = A fs], Ffs} = 0. (10) 
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La condition de solubilité du système d'équations discrètes (4), 
condition que l'on écrit sous la forme 
Gin — Ci +hiyin= —hps, OLi<N, y=b, Yn=bUs 
C;j —d; + b; -|- h°'d;, (11) 
est remplie si 
a >0,b>0,c; —(a;+b;) = hd; > 0, (12) 
pour tous les i = 14, 2, ..., N — 1. Comme k(x) > 0, q(x) > 


> 0, il suffit d'exiger que les fonctionnelles À, B et F soient positi- 
ves, i.e. 


Afk(s1>0, B[k(s]>0, F[k(s=>0 pour k#(s) > 0. 


Dans ce cas a > 0, b, > 0 et d;, > 0 quels que soient k (x) > 0 
et g(x) > 0. | 
Dans le cas le plus simple À, B (et F) sont des combinaisons liné- 


aires des valeurs des fonctions # (s) (f (s)) en un nombre fini de points 
sur le stencil Z — {—1 < s < 1}, par exemple 


A[k (s)] = 0-14 (— 1) + oo (0) + œik (1), 
B [k (s)] =B-14 (— 1) + Bok (0) + Bik (1) 
et ainsi de suite, de sorte que 
a = ki + oki +oukiss, bi = Pak; 1 HBok: + Bikini (14) 


(si k (x) est une fonction continue). Les conditions de solubilité (12) 
sont remplies pour 


a; Z DO, PB; > 0 pour j = —1, 0, 1. (15) 
Les conditions d'approximation (8) donnent 
&u + Go + = 1, Bi + Bo + Bi = 1, Pi — Pi — 
— À Lo, — «1. (16) 
Les conditions de normalisation @_, + &p + a&, = 1 et ay =Ù 
entraînent que 0 < a, < 1 et de façon analogue 
0<B,<1, = =1,; 0; (17 


Vérifions maintenant les conditions d'appoximation du second 
ordre (10). Comme À [8] = &_, + &,, B [st] = ff, +f,,ona 


(13) 


Bi + Ba = & + @ ou fo = &. i(18) 
Nous obtenons quatre conditions pour la détermination des six para- 
mètres @j, B;, j = —1,0, 1; deux paramètres, &«, et &«_,, sont arbitrai- 


rCS, Gp — 1 — (@ + @.); B_, EL 0,5, B; = 0,5 un Xi) Bo É 


== Xp. 
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em 


3. Schémas discrets conservatifs. En dehors des critères formels — 
solubilité, approximation d'ordre défini, économie de l'algorithme 
de calcul — dont la réalisation se vérifie immédiatement, il est 
nécessaire lorsqu'on choisit le schéma que soit remplile critère le plus 
important : la convergence avec une certaine vitesse lorsque le pas 
tend vers zéro. Il n’est pas toujours très facile d'établir cette proprié- 
té surtout si les équations sont à coefficients discontinus ou si elles 
sont non linéaires. 

Au $ { on a montré que la convergence d'un schéma discret décou- 
Jait de la stabilité et de l’approximation : si un schéma est stable et 
approximable il est convergent. On rappelle que la stabilité traduit la 
propriété de dépendance continue (uniformément au choix du réseau) 
de la solution du problème discret par rapport au second membre de 
l'équation et des conditions aux limites. 

Dans les cas du premier problème aux limites pour l'erreur z — 
= y — uw, où u est solution du problème initial pour l'équation dil- 
férentielle et y, solution du problème discrel correspondant, on ob- 
tient une équation non homogène dont le second membre est l'erreur 
d’approximation, et dont les conditions aux limites sont homogènes. 
Si le schéma est stable, z est évalué au moyen de w et cette évaluation 
entraîne la convergence sous réserve de l’existence d'une approxima- 
tion sur une suite de réseaux de plus en plus fins. Cependant la con- 
naissance d’une propriété asympiotique du schéma telle que la con- 
vergence ne suffit pour juger a priori de la grandeur de l'erreur sur 
des réseaux fixes, utilisés dans les calculs sur machine. Ces réseaux 
réels ne peuvent pas être trop fins en raison de la condition d'écono- 
is de l'algorithme de calcul. Donc les majorations a priori de la 
orme 


Il z wo SM D Île < Mh° 


sont grossières; de plus clles contiennent des majorations pour les 
dérivées (du quatrième ordre par exemple) de la solution cherchée 
u (x). Pour obtenir une bonne approximation sur les réseaux réels il 
est nécessaire, comme le montre la pratique, d'utiliser des schémas 
qui traduisent bien les propriétés fondamentales des équations diftfé- 
rentielles. 

Les équations de physique mathématique décrivent en principe 
les lois de conservation (de l'énergie, de la chaleur, de la masse, de la 
charge, etc.) sous unc forme différentielle. Ainsi, l'équation 


a (EE) = —f (0), D<zr<1, (19) 


peut être interprétée comme l’équation de la distribution stationnaire 
(i.e. ne dépendant pas du temps) de la température u — u (x) dans 
une tige 0 << x << À avec un coefficient de conductibilité thermique 
k (x). En intégrant cette équation sur x de x‘? à x%, on obtient la 
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loi de conservation de la chaleur sur l'intervalle xt < x < 7% 


W (22) —W (xt) == | f(a)de, W(a=—k( %. (20) 
x (1) 


Au premier membre on a la différence des flux de chaleur aux extré- 
mités de l'intervalle, au second la quantité de chaleur dégagée 
(absorbée). 

Pour décrire correclement ce processus physiquo au moyen d'un 
modèle discret, il est naturel de faire en sorte que ce modèle discret 
restitue sur le réseau les propriétés fondamentales de ce processus et 
notamment les lois de conservation. Les schémas discrets qui tradui- 
sent les lois de conservation sur un réseau seront appelés conservatifs. 
Ilustrons ce qu’on entend par schéma conservatif sur l'exemple du 
schéma (4) pour l'équation 


Ge (zu) = — f(#, 0<r<i,u(0) = y, u (1) = pe 
Ce schéma s’'ecrit 
1 Yis1 — Vi Yi — Yi- 
Run de SG (2) 
En le mettant sous la forme 
= y. PR TS 
_ (aix fe LE = Yi + 1 } = — pi Pit Tite ms, 


on s’assure que l’analogue discret de l'identité (20) sur l'intervalle 
«D — jh Lx x = ih est l'identité 


i2 îi2 
h Rh NA Yis4 — Vi 
Wiu—-Wi= > Ro; +- >. (b; — Qi) : (22) 
i=it 1—=i1 
où 
— Y;- 


h 


Au second membre figure le balourd 


22 
À Yi+1— Yi 
D= (bi ain) ZX, 
i=i1 
qui s’annule pour toute fonction discrèle y; seulement pour 
b; = ais. (25) 
Dans ce cas on obtient le schéma 


1 our ne 
(eu let Di, Yi À = pi; (24) 
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et, au lieu de (22), la loi de conservation discrète 


12 
Wiu—-Wi= 2 hi 

1 
qui est la conséquence algébrique des équations discrètes (24). Le 
schéma (24) est conservatif et la condition (23) une condition néccssai- 
re et suffisante pour qu’il le soit. La propriété de conservativité 
du schéma discret est confondue ici avec la propriété d’autoconjugai- 
son de l'opérateur discret 


1 Visi= Vi Yit Yi 
Ay=— (ais = ho 0 FEe.) 


dans l’espace des fonctions discrètes, définies sur Je réseau 
on = {t; =ih, i—=0,1,2,...,N,h = AÂ/N} 


et nulles sur sa frontière (pour i = 0, N). 

4. La conservativité est une condition nécessaire de convergence 
d’un schéma homogène dans la classe des coefficients discrets. Pour 
justifier les conditions de conservativilé montrons que la conscrvati- 
vité d’un schéma homogène est une condition nécessaire de con vergen- 
ce de ce schéma dans la classe des coefficients discontinus, i.e. la 
convergence du schéma en entraîne la conservativité. On remarquera 
que puisqu'il est question d’une condition nécessaire, on peut se 
limiter à l'étude de schémas pour des problèmes simples, exemple 


d d 
+ (k(@)5) =0, O<x<1, u(0)=1, u(1)=0, (25) 


où Æ (x) est une fonction constante par morceaux 
ki, 0 << T <= b; 
k(x)— 
ka, EC TL 1: 
Au point de discontinuité x — £ sont remplies les conditions 
ordinaires de conjugaison 
[ul=u(é +0) —u(E — 0) =0, 
[ku'] = kqu° (& + 0) — kqu' (E — 0) = 0. 
Ce problème admet visiblement une solution sous forme d’une fonc- 
tion linéaire par morceaux 
1 — Yo7, OSIr<E, 
u (x) = 
do (1 —&), EKz<1, 


« 


où yo et Ô, se déduisent à partir des conditions de conjugaison 
1 — VE = 8, (1 — E), k;yo = k,.0, de sorte que 


k 4 k 
Go + Vos Vo, : Ao=Ë+ (1 —E). (27} 


(26) 
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Soit E=zn + 0h, 0L0< 1. 
Considérons le schéma discret homogène correspondant 


1 Yi+i — Yi Ui— Vi ; 
7 [or HAE a, HUE | 0, i— 1, 2, …. 


ss N—1, Y= 1, yn=0, (28) 
où 
a; = A [k (x; + sh)], b; = B[k(x; ++ sh), -1<s< 1. 
Supposons que le schéma (28) approche le problème (25); ceci étant 
on a les conditions (8) 
BÜ1]—=Af]=1, Bîlsl — A fs] = 1. 
Comme # (x) = k, pour x < x, et k (x) = k, pour x > x,+, il vient 
a=b; =kpour0<i<n,a; = b, = k,avecn +1<i< Net 
les équations discrètes (28) prennent la forme y;-1—2y; + yi+4 — 0 
pour 0<i<n et n+Ii<i<N,y=1,yy=0: 
ba (Yn+1 — Yn) — Un (Un — Yn-1) — 0, 
Dn+s (Un+e — Yn+s) — An+1 (YUn+i — Yn) = 0. 
D'où il s'ensuit que y; = 1 — yx; pour0 Ki net y, — Ô (1 — x;) 
pour n + 1 <i< N, où y et Ô sont des coefficients qui sont à dé- 
terminer à partir des équations pour i = n, n + 1. 
En éliminant la différence y,+1 — y, de ces équations pouri=n 
ot i = n + 1, on obtient 


5 — Anân+t 
nôn+1 
En portant cette expression dans l'équation pour i — n on obtient 
1 
der han/bn tin +(1—Zn+1) Anans1/(Onbn+1) * 
Moyennant une interpolation linéaire, définissons en tous les 
points æE€[0, 1] la fonction 


y (4, h)=yi+ 


On aura alors 
. 1 —yz pour OLSr<E, 
y(x, n | 6 (1 x) 
— pour EÉSx<1. 
Supposons que le schéma discret est convergent dans C; il vient 
ly(x, h)=u(x)l—0 pour 4-0, 


T—T; 
p—(Yini— Yi) pour Ti <Kr<KTi4. 


(29) 


En comparant l'expression de y (x, h) avec la formule de u (x) on 

obtient : y +, et ô —+ 6, lorsque À +0. Dans la formule de y, en 

passant à la limite pour À —+0, on constatio que lim y = y,, si seule- 
h—0 
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ment 


bhbn 
Rp =" eut > 0 pour h—0, (30) 


C'est une condition nécessaire de convergence du schéma (28). 

Donnons-nous maintenant la famiile initiale de schémas en défi- 
nissant les fonctionnelles stencils linéaires À et B au moyen de la 
formule (14) du pt. 2, de sorte que 


Gr (RU TEE + UT da kits b; un Biki F 

+ Poki + Biki+. (14) 
Dans cette famille de schémas (linéaires et « discrets »), considérons 
l’ensemble des schémas convergeant dans la classe des coefficients 
discontinus X (x) et montrons qu'ils sont conservatifs. 


Le schéma possédant une approximation, les coefficients ax et 
B, vérifient les conditions (16) que nous récrirons encore 


Qu + Go + = À, Bi + Bo + Bi = 1, (31) 
Ba — Ba = 1 + a — (32) 
Calculons a;, b;, pour i = n,n -|- 1: 
An = (ts + Go) A1 + Mike = (1 — @ù) k3 + ak, 
bn = (1 — $:) 41 + Bike, 
Anti = Gin + (Go + Où) ka = ska + (1 — &_,) k;, 
bats = P-1k + (1 — Pig 
Considérons la différence R,. Elle ne dépend pas de h, donc la con- 


dition (30) est remplacée par l’équation À, — 0 quel que soit h. 
Eu multipliant À, par k.,/k° et en posant & — k,/k,, on obtient 


t (1 — PB) ? + B1) (Bat + (1 —B4)) — ((1 — où) é +) (@sé+ (1 — œ)) = 0 
ou 
(1 —B1) Bat + [384 + (1 — Bi) (1 — B-1) — 4 (1 — w1)] e2 + 
+ [Bi (1—B4)— us — (1 — @) (1— @)]é —œ (1 — 1) == 0. 


t étant arbitraire, tous les coefficients en les puissances de t 
sont nuls: 


(1 —B1) B-1 =0, (1— 1) & = 0, 
BaB-1 + (1 —B4) (1 — B-1) — 4 (1 — oi) == 0, (33) 
Ba (1 —B4) — ut; —(1— 1) (1 — œ;) = 0, 


Les deux dernières expressions découlent des conditions (32) et (33). 
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Le système d'équations (31) à (33) possède, compte tenu des con- 
traintes (15), une famille à un paramètre de solutions non négatives 


Ba = = 0, a = bo 1 — ap, Bi = ap, 0 Ka 1. 
En effet, supposons que &, — ff. — 0. De (31) et (32) on déduit: 
Bi =t—-ai=a, Pot —$; = 1— 


Si l’on pose 8, = 0, «_, — 1, alors en vertu des conditions (19), 
on obtient un cas particulier de la solution précédente, correspon- 
dant à &,y = 0. 

On étudie de façon analogue les autres solutions du système (33). 
Compte tenu de la solution trouvée du système (31), à (33) ct de (15), 
il vient 

dj — (1 GERLN ok; —+ oki; b; — (1 —— œo)k; | Aoki+1 (34) 


1.0. b; — dits: 

Nous avons donc montré que si un schéma de la famille initiale (28), 
(14), (15) converge dans la classe des coefficients continus par morceaux, 
il est conservatif et s'écrit 


Ay= + ais HE 0, His) —=0, i=14,2,..., N—1, (35) 


« 


ou 
a; = (1 — &o)ki 1 + of, OLA 1, 


a, est un paramètre arbitraire. Ce schéma possède de toute évidence 
un premier ordre d'approximation quel que soit &, et un deuxième 
ordre pour &, = 0,9, i.e. pour a; — 0,5 (k3_, + k;). La conservativi- 
té est une condition nécessaire et suffisante de convergence dans la 
classe des coeffficients discontinus pour le schéma 


1 Yi+1— Vi Yi Vi 
Ayi = [au VE 0, HE | —diyi= — Gi, 


== 1; 2, ... NA, Uo = M1 Un — la; 


correspondant à l'équation (3). Nous ne démontrerons pas la condi- 
tion suffisante. 

Citons à titre d'exemple le schéma non conservatif obtenu par 
approximation du deuxième ordre sur  dechaque terme de l'équation 


Lu = (ku'} — qu = — ku" + k'u' — qu = — f. 
Une telle approximation naturelle engendre le schéma 


Yist— Qi Hoyt | Kigt— his Vis —Vi- 
Re Qi == — Îi 


i=1, 2, ..…., N—1. (36) 
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Ecrivons-le sous la forme 


LC, Maui, UV 
F* | d: HE — a; MEL | dy me — Pi, 


di=q{xi), qi=f(x), 
| | 
dk; 7 (kisa— in), bi-k;i+ 4 (sta — ki). 


On constate que b, Æ a;+1, i.e. le schéma (36) n’ost pas conservatif, 
Comparant avec (28), on voit que (36) correspond aux valeurs 


1 1 1 { 
0 d—1, = Tea t B-1 = 7 Bo =1, Bi 7. 
En général ce schéma n'est pas soluble. Il le sera toutefois si 
1 
RTK — ki |, 


Pour le problème (36) on a notamment 


an>0, bn>0, ann >0, bu >0 pour << <5. 


En portant les expressions de 


— 3k1 +1 3 k 
a , =, a HER b 


. Oo He k1 
n n+1 — 4 = mp 


4 


nil 


dans 
+ bnbnz1  Anûnis _ 
M me moe 
on obtient l'égalité (42 — k,)° — O qui est vérifiée uniquement 
pour k, = k,. Donc, le schéma (36) sera divergent dans la classe des 
coefficients continus par morceaux. 


$ 3. Méthodes de construction des schémas discrets 


1. Méthode du bilan (méthode d'intégration et d'’interpolation). 
Voyons comment construire un schéma discret pour l'équation diffé- 
rentielle à coefficients variables: 


Lu = (k (z)u) — qg(x)u(x) = — jf (x). (1) 


Nous allons traiter l'équation (1) comme une équation de distribu- 
tion stationnaire de la chaleur dans une tige. La loi de la conserva- 
tion de la chaleur (équation du bilan) s'écrit sur l'intervalle 
{xt 22}: 

«2 «(2 
W (24) —W (2°) — [ qg (x) u (x) dx + | f (x) dx — 0 (2) 


(1) x(1) 
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et peut être obtenue par une intégration de l’équation (1) sur l’inter- 
valle {x, 2%], Ici W (x) = —k (x) _ est le flux de chaleur, 


k (x) > 0, le coefficient de conductibilité thermique, u (x), la 
température. 

Utilisons l'équation du bilan (2) pour écrire un schéma discret 
pour l’éqation (1). Supposons que © est un réseau régulier de pas 
h et T1 © Ti —0,5 À, rt © Ti +- 0,5 h. 


Composons l'équation du bilan (2) sur l'intervalle Lx, 1» Z, PRIE 
72 


2 
X144/2 X4+1/2 
Wir—Winn— | atou(a)dr+ | f()dr=0. (8) 
Ti_1/0 X_1/2 


Pour construire le schéma discret approchons W et la première 
intégrâle de (3). Supposons que u = Const = u, pour Zi-1a KE 
LT 34172. I] vient 


Fi+1/2 ; Xi+4/9 
\ g(x)u(z) dx hdi, d=-— | g(x)dz, (g(x)20). 
xi-1/2 xi-1/2 
Intégrons l'égalité du/dr — — W/k sur l'intervalle [x;.,, x;]l: 
“i 
Uj_ — WU = Î re dx 
Xi_1 


Comme W figure dans (3) aux points Zi+17, en posant W = const = 
= W;-;ya Pour ti, LT L Ti, ON aura 
“ 


dx 
Una SW; | k@) , 


Xi 
ou 
Uj— ui 
Wii & —ui — = Ur à (5) 
1 k d 1 
T | , 
[5 fre] « 
Fi-1 


En portant dans (3) les expressions (4) et (5) et en désignant la fonc- 
tion inconnue par y;, on obtient un schéma discret qui traduit la loi 
de la conservation de la chaleur sur le réseau 


4 14 — — = 
[ ais LS 0; 2 tE4 i ‘] — dyi= — Qi 
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ou tout simplement en notations sans indices 


(ayz)x = dy = — +, (7) 
où 
! Xi 1/2 
PV f (x) dx 
Xi-1/2 


Les coefficients du schéma discret (7) se calculent au moyen d'inté- 
grales avec les formules (4), (6) et (8). Si les coefficients de l'équation 
sont des fonctions différentiables, à © (h?) près on peut remplacer 
a, d'et ® par les expressions 


Qi = k (tige), di = Q (ti), pi = f (œi). (9) 


L'équation du bilan (2) peut être utilisée dans la construction de 
schémas discrets sur un réseau irrégulier. Soit © un réseau irrégulier 
et h; = x; — x;, i — 1,2, ..., N. En posant 


Li-yye — di — O,oh, Titia — Li 1 0,5h;+1 


et en écrivant l'équation du bilan (2) pour l'intervalle [x;_1o, Zisypol 
on obtient la relation (3). Au lieu de (4) on aura sur le réseau irrégulier 


X1441/2 j X141/2 
g(au(c) de hd, di = | q(x) dx, (4') 
%j_4/2 Xj_1/2 


N 1 
où hi — T (Ra + Rirs)e 


Il faut procéder aux mêmes corrections dans (6) et (8): 


#1 
{ dx 1 / 
[rl Re 
Xj_4 
| Xi 1/2 
p=r | f()de. (8') 
Xi-1/2 


Sur le réseau irrégulier le schéma discret s’écrira 


A Doiss Giss y) _ ai (yi— =] 
hi 


ki his: — diyi= — Pis 


i=1, 2, ..., N—1 


Si les fonctions # (x), q (x) et f (x) sont suffisamment différentia- 
bles, les coefficients a, d et peuvent être calculés avec les formules (9). 
Considérons encore un exemple. Construisons une approxima- 
tion discrète d’une condition aux limites de troisième espèce pour 
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l'équation (1). Supposons que cette condition est donnée au point 
x = 0 et qu'elle est de la forme 


u" (0) =xu (0) —g. (10) 

Par hypothèse, lo coefficient k (x) de l'équation (1) est positif. Nous 
pouvons donc récrire la condition (10) sous la forme plus commode 
k (0) u” (0) = xu (0) — g, (11) 


où x = xk (0), g — gk (0). 11 est plus naturel d'écrire la condition 
aux limites sous la forme (11), car au premier membre on a mainte- 
nant le flux de chaleur au signe près: Composons l'équation du 
bilan (2) sur l'intervalle [0, k/2]: 


h/2 h/2 
Wo—Win— | a(mu()dr+ | f(dr=0. (12 
0 0 
De (11) il vient 
W,= — k(0)u" (0) = — xu( 0) + g. 
En portant cette expression dans (12), il vient 
h/2 h/2 
— Wiye = — Ho + g + { q(x)u (x) dx + [ f (x) dx. (13) 
0 Û 


h/2 
Pour approcher W,,, et À g (x) u (x) dx dans (13) nous allons repron- 
0 
dre les mêmes raisonnements que pour les relations (4) et (5). On 
obtient en définitive 


Gba, o= (+5 do) o— (8 + à Po) = Ko — 8: (14) 
où 
à h ET Sue > 2 
sfr" set front ro 
0 0 0 


Ces intégrales peuvent être égalemont remplacées par des sommes, par 
exemple: @ = k (tie) = Kipes do = Go, Po = fo. 

Il est immédiat de vérifier que les équations discrètes (7) de 
coefficients (4), (6), (8) ou (9) approchent l'équation (1) à O (h°} si 
sa solulion u=u (+) est suffisamment différentiable. La condition aux 
limites discrète (14) approche également la condition (11) à 'O (h°). 
Jl est évident que si k (x) = 1 et q (x) = 0 la condition aux limites (14) 
est confondue avec la condition aux limites du problème (10) du $ 1. 
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2. Méthode de Ritz. On rappelle qu'en élaborant des méthodes 
numériques do résolution do problèmes aux limiles à opérateur auto- 
conjugué, il est souhaïlable de conserver la propriété d’autoconjugai- 
son pour le problème discret. Mais si l'équation possède une forme 
‘assez compliquée, et que les conditions aux limites contiennent des 
dérivées, on aura parfois de grandes difficultés à écrire un schéma 
autoconjugué satisfaisant. On décrira ici la méthode de: Ritz qui 
conduil toujours à un schéma autoconjugué. 

Rappelons le principe de cotito mélhode. On sait que tout problè- 
me auloconjugué posé pour une équation différentielle peut être ra- 
mené à un problème équivalent de rechorche d’une fonction mini- 
misant une fonctionnelle. Ainsi la résolution du problème aux limites 


d d 
 (k(e) )—a(u—f(), 0<r<i, (15) 
k (O)u” (0) = %ou (0) — go, —k (tu (1) = ww (1) — gi (16) 
revient à chercher une fonction uw (x) minimisant la fonclionnelle 
1 


1) = + lu, u]— | f(t)u(x)dr—gou(0)—æu(t), (17) 


(1) 


1 
Lu, v] — | Lé (x) u' (x) v' (x) + q (x) u (x) v(x)] dr + 
0 


+ %ou (0) v (0) + Hu (1) v (1), (18) 


pour laquelle l'expression (15) est l’équation d'Euler. Il est standard 
que si la fonction g (x) et les constantes #,, %, ne sont pas négatives 
et g (x) non idontiquemont nul, le minimum de la fonctionnelle (17) 
existe et l'élément minimisant uw (x) appartient à l’espace W1 [0, 1] 
de toutes les fonctions de l'espace Z, [0, 1] admettant sur [0, 1] des 
dérivées généralisées de carré intégrable. 

Donc, si l’on dispose d'un problème variationnel équivalent et si 
sa fonctionnelle admot un minimum, au lieu de construire la méthode 
de résolution numérique approchée du problème aux limites, on peut 
se servir do la méthode de Ritz pour trouver approximativement 
l'élément uw minimisant la fonctionnelle 7 (u). Rappelons le principe 
de cette méthode. Soit W l’espace contenant le minimum de la fonc- 
tionnelle £ (u), i.e. supposons quo la fonctionnelle 7 (u) est définie 
sur des éléments u € W et l'élément uw qui réalise le minimum de 
T (u) appartient à W. Construisons une suite de sous-espaces de di- 
mension Îinie V, € W et au lieu de chercher le minimum sur W, 
cherchons-le sur V,. Supposons que le sous-espace V, est de dimen- 


sion n et soit nf", à == 0, 1,..., n — 1 une base de ce sous-cspace, 


5—0372 
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i.e. supposons que tout élément zu, € V, s'écrive 
L 
Un == D) dan. (19) 


En substiluant à w l'expression de u, dans la fonctionnelle 7 (u), on 
obtient une fonction de n variables à,, &,, ..., a, Vu que nous 
cherchons le minimum de celle fonction, les nombres a; doivent 
satisfaire au système d'équations 
I à 
Îa; = 0, i:-0, 1, 2, se ht (20) 
En résolvant ce système, nous oblenons les valeurs des paramètres 
Los A» + + + An-1 qui réalisent le minimum absolu de la fonction 
I (u,). En portant a; dans (19), on oblient la solution approchée 
désirée 
n- I 
. NN! ( 
Un 7: > ant”. 
i=0 
Pour que la solution appr ochée u, converge vers Ia solution exac- 
ie u lorsque n — oo, il est nécessaire de supposer que les sous-espaces 
de dimension finie V, approchent dans un certain sens l’espace W. 
Cherchons la forme du système (20) en parlant d'une fonctionnelle 
donnée (17). En D (19) dans (17), on oblient 


n—-i n— 1 n -1 
I (un =7| S' ant”, S a; me |— | Î À ain” dx — go >, aim (0) — 
i=0 …. i—0 : . i=0 
— 81 > a ani (1) = 15 Qi jdidj — > Piai, (21) 
i=0 Se 0 
où 
aa =-[n, 0), (22) 
Bi = | 7 (2) n° (x) de + gont” (0) + gt” (1). (23) 
0 


En dérivant l'expression (21) par rapport à a; el annulant les déri- 
vées, on obtient le système d'équations pour la détermination des a;: 


. Cia; — Bi 0, i=-0, 1, 2, ..., n—1. co A 


3. Construction par la méthode de Ritz d’un schéma discret pour 
une équation du second ordre. Ce qui précède concerne la méthode 
de Ritz en général. Notre objectif est de construire à l’aide de la 
méthode de Ritz un Schéma discret pour le problème (15), (16). Co 
que l'on peut faire en choisissant dûment les sous-espaces de dimen- 


$ 4] M£TIODES DE CONSTRUCTION DES SCHÉMAS DISCRETS 67 


sion finie V, et des fonctions coordonnées dans ces sous-cspaces. 


Introduisons sur l'intervalle [0,1] un schéma régulier w de pas k — 
— 4/(n — 1) et de nœuds x; = ih,i=0,1,.,..,n—-1. 

Posons N -= n—1. Le système (24) aura la forme d’un schéma 
discret de trois points si la matrice du système cost tridiagonale, i.e. si 
les coefficients a;; sont nuls pour | i — j | > 1. Sous ces conditions 
le système (24) sera un schéma discret classique si pour paramètres 


A À J # 


Fig. 4 


dans le développement (19) on choisit les valeurs de la fonction aux 


nœuds du réseau w. La matrice du système (24) sera tridiagonale si 
les fonctions coordonnées du sons-espace V,, pour | i — j | > 2 seront 
orthogonales au sens du produit scalaire (18). Si pour fonctions coor- 


données nf971? (x) on prend des fonclions qui ne sont pas nulles 


uniquemont pour | x — x; | Sh, x E {0,1}, elles seront orthogonales 
au sens (18) pour | i — j | > 2. 
Les fonctions de ce type les plus simples appartenant à W: sont 
0 pour OKr< Tin, TinKr<1, 
NX (x) = À (x—xin)/h pour tri, (25) 
(Liza —t)/h pour x LE Tis, 
pour i=1, 2, ..., N—1, 
V4 (2) - | (i—zx)/h, 0Lx<h, 
0 0, hLi<1, 
(æ—1+h)/h, 1—h<r<1, 


(26) 
(N+1) = 
nn" "() 0, 0LrS1—h. 


La figure 4 représente les fonctions nf°"?? (+) là où elles ne sont 
pas nulles. 
5* 
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Si pour fonctions coordonnées on prend les fonctions (25), (26) ct 
pour paramètres du développement (19) les valeurs de la fonction aux 
nœuds du réseau, les sous-espaces V ,:, seront composés de fonctions 
continues linéaires par morceaux. Ces sous-espaces approchent Wi 
pour V — 1,2,... Et le système (24) s'écrit 
Où, iaVi-s + Qi, Yi Ou saÿin—Bi=0, i=1,2, ..., N—1, (27) 

Go, oÿo + Go, 191 —— Po = 0, 
x, N-1Unv-1 + An, NUN — Ban = 0. 
Calculons les coeîficients &;; et B;. En utilisant la forme (25), (26) 
des fonctions 1 (x) el les formules (18), (22), on trouve 


Xi41 dé | 
it] Î k (x) dx + [ q(x) (x — ti)? dx + 
“A Xj_1 


Ti41 


+ | a@e-zinde|, 


me | k (x) dx -- q (x) zh} de | + %0, 

à “. (28) 
amn=h?| | k (x) dr + ( gx) (z—1+ A dr | +, 

1-hR 1-hR 


Qi,in = it, in? | du Qu (x) dx + 


X; 


X;41 


É ( q(x) (tira — x) (x — ri) dx | , 


#] 
“ Xi441 
hi À (oc) de + f(x) (run —2) dr |, 
. i—1 l 
Bo At | f(x) —2) de + 8 
0 


Î 
Bn=kt | f@)(e—1+h)dr+g. 
1-h 
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Introduisons les notalions : 
X} %; 
a; =h"! ( k (x) dx —h"! | q(x)(mi—x)(x— x; ) dx, 


Xj_{ xi—1 


tt 2 Dos aNe 


x; Xj41 
d=n?] [otte-cindr+ À or) (ru) de], 
Nisi “4 


ESS I PS EE 
h 


dy = 2h"? | qg(x)(h—x) dx, . 


0 
{ 
dy = 2h"? [ ga (x)(æ—1+kh) dx, 


1=h 
x} Xi41 
q=hpi=ht] À (em) de+ À (eo) (tin) dr], 
21 9 A NA, 
h 1 
qo= 2? | f(x)(h—z)dx, pn-:2h? ( f(x) (x—1+h)dr. 
0 1-h 


En utilisant les notations (29) et la forme des coefficients «;; et B; 
et en tenant compte de (28), on peul écrire le système (27) comme 
suit : 


(ay>)x — dy = — px), z=Rh, 2h, ..., 1 —k, 


ŒYx, 0 — (%o + 0,5hkdo)ÿo +: (&o + 0,5 ko); z = 0, (30) 
ane y = 68 + 05h any — (gi + 0,5kQa), & = 1. 


Il est aisé de vérifier que si les coefficients % (x), q (x) et f (x) sont 
suffisamment dérivables, on aura un écart de © (h?) entre a;, di, q; 
et kÆ (x; — 0,5 h}, q (xi), f (x) respectivement et exceptionnellement 
de O (h) entre do, dx, Po et Pn Ct les valeurs respectives des coeffi- 
cients q (x) el f (x). Avec un tel choix des coefficients les approxima- 
tions de l'équation et de la condition aux limites gauche (30) coïnci- 
dent avec la méthode du bilan construite auparavant avec les ap- 
proximalions (7) et (14). Donc le problème discret (30) approche le 
problème (15), (16) avec une erreur de O (hk?), sous réserve que les 
coefficients soient suffisamment dérivables. 
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Si les coefficients k (x) et g (x) sont constants, on peut expliciter 
aj et d;: 


h? 
G=Qi=h—-—— 0, dj; —d=14. 


{. Construction par la méthode de Ritz de schémas discrets pour 
une équation du quatrième ordre. Considérons encore un exemple de 
construction d’un schéma discret par la méthode de Ritz pour un 
problème variationnel. Construisons le schéma discrot, approximant 
un problème aux limites posé pour une équation différentielle ordi- 
naire du quatrième ordre avec des conditions aux limites dites prin- 
cipales. 

Soit le problème 


uIV(x)— f(x), 0O<zr<1, (31) 
u (0) =u" (0) = u(1) = u’ (1) = 0. (32) 


La résolution du problème (31), (32) revient à chercher une fonc- 
tion u (x) vérifiant les condilions (32) et réalisant Je minimum de [la 
fonctionnelle 


l 1 
I (u)= | (u")2 dx — 2 | f (æ) u (x) da. (33) 
0 0 


I] est classique que sous les conditions (32) le minimum de la fonc- 
tionnelle (33) existe et que l'élément minimisant appartient à l’es- 


pace W: (0, 1] des fonctions de L, (0, 1], vérifiant les conditions (32), 
et admettant sur [0, 1] des dérivées première et seconde généralisées 
ûe carré intégrable. Donc, si l’on se sert de la méthode de Ritz pour 
chercher une solution approchée du problème (33), il convient de 


prendre pour V, des sous-espaces de dimension finie de W?. Si, 
comme précédemment, n° (x), à ==0,1,2,..., n — 1 sont des fonc- 
tions coordonnées dans V, et a; les coefficients du développement 
(19), pour la détermination des a; on obtient de nouveau le systè- 
me (24), mais cette fois-ci 

à dt) di 

Len Dr nr ni 
0 


1 
Bi= | 7 (2) nf” (x) de. 
0 


Considérons sur [0, 1} un réseau régulier. On cherchera une solu- 
tion approchée du problème (31), (32) uniquement aux nœuds inté- 


rieurs du réseau &, i.e. sur @ — {x; — ihli—1,2,3,...,N —1} 
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Pour que l'on puisse obtenir un schéma discret à partir du systè- 
me (24), il faut qu'à la rigueur une partie des coefficients a; de (19) 
soient les valeurs de la fonction discrète aux nœuds de w. Ceci élant 
les fonctions coordonnées ne sont pas nulles en un nœud du réseau et 
pas plus, car autrement les valeurs de la fonction aux nœuds du 
réseau no pourraient être des paramètres. Bien plus, on nc pourra se 
limiter à ces seuls paramètres, puisque dans ce cas les sous-espaces V, 

‘ 


n'approcheront pas W°. Plus exactement, ces familles interdisent 
d'approcher uniformément les dérivées, ce qui est indispensable pour 
° 


approcher W°. 

Donc, le nombre de paramètres (et parlant celui de fonctions 
coordonnées) doit êlre nécessairement augmenté. Pour paramètres 
supplémentaires on peut prendre les valeurs des dérivées de la fonc- 
tion cherchée aux nœuds du réseau. Les inconnues du système (24) 
seront donc les valeurs de la solution cherchée el de sos dérivées pro- 
mières aux mêmes nœuds. Donc, le système (24) ne sera plus un sché- 
ma discret au sens classique; mais ce dernier pourra être obtenu 
à partir de (24) par élimination des inconnues auxiliaires. 

Posons donc nr — 2 (VW — 1) el pour paramètres a; prenons les 
quanLilés: Yi, Yo, + + + Yn-1 CÈ Uy, Vos « + +, Un. SUPpOSONS que le pre- 
mier groupe de paramètres représente les valeurs de la solution cher- 
chée aux nœuds du réseau o et le second, les valeurs de la dérivée 
première en ces mêmes nœuds. Dans l'exemple précédent, pour sous- 
espace V, nous avons pris l’espace des fonctions continues linéaires 
par morceaux (linéaires sur Lout intervalle {x;_,, x;])}. Cette fois- 
ci nous ne prendrons pas cet espace, puisque ces fonctions n'appar- 
tiennent même pas à l’espace W° 10, 1] en raison des discontinuités 
présentées par les dérivées premières aux nœuds du réseau w. Pour , 
nous pouvons prendre l’espace des fonclions continues polynomiales 
par morceaux (de degré >> 1) possédant des dérivées premières con- 
tinues. On rappelle que la dimension de l’espace V, a été posée 
égale à 2 (VW — 1). Si nous essayons de preudre pour V, l’espace des 
fonctions quadratiques par morceaux (i.c. quadratiques sur tout 
intervalle [z;,_,, x;l) suffisamment différentiables on constatera quo 
cet espace ne convient pas, car il sera de dimension N — 2 (N para- 
boles du second ordre possèdent 3V coefficients. Pour vérifier les 
conditions aux limites (32) et assurer la conLinuité des fonctions et de 
leurs dérivées premières aux nœuds du réseau w, il faut 2 (NV +- 1) 
conditions). Mais pour Ÿ, on peut prendre l’espace des fonctions 


quadraliques par morceaux appartenant à W5 el représentables par 
deux paraboles sur tout intervalle [x;_,, x:l. Cet espace sera de di- 
mension 2 (VW — 1). Pour V, on peut également prendre l’espace des 
fonctions cubiques par morceaux (i.e. cubiques sur tout intervalle 


Lei, cl) de WE. 
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Nous avons déjà défini le sens des coefficients a; du dévoloppe- 
ment (19), donc on peut définir de façon unique une base dans V,. 
Celle-ci sera composée de fonctions de deux types que nous désigne- 
rons par n, (x) et É; (x). Supposons que dans (19) les coefficients en 
les fonctions n, (x) sont les paramètres y; et en &; (x) les paramètres v:. 
Les fonctions coordonnées n; (x) devront alors s'annuler en tous les 
nœuds du résoau w, sauf au nœud x;, où la fonction n; (x) doit être 
égale à l'unité. Les dérivées premières des fonclions n; (x) doivent 
s’annuler en tous les nœuds du réseau w. Les fonctions coordonnées 
C; (x) doivent s’annuler en Lous les nœuds du réscau et posséder une 
dérivée égale à l’unilé au nœud x;. Dans les autres nœuds, les déri- 
vées premières de 6; (x) sont nulles. Il est immédiat de vérifier que 
dans l’espace des fonctions cubiques par morceaux, une base est. 


0, OLr<Ti-1, TinSL<1, 
—_ Li LE 2 
(SE) +3 (EE) aucs<s (39 


Ni (x) — 
”. _ 2 
(EP (ne), ncege 
0, 0LI< ri, Ti <r<1, 
Z—zi_1\9 Z-—Tti-1\2 
Ci (x) = h ( h ) —2( h ) : TiaSEK Ti (39) 


T—-Tij34 \9 T—Tis1 \2 
h (Et) +h (EE) » KILL Tin- 


Dans l’espace fonctions quadratiques par morceaux, une base est 
OKI Ti, Ti KT <A, 


(EE _1\2 


ni (x) | par HLA4, xi—0,5h<r<a:+0,5h, 


(36) 
2 1) » + 0,h<Kr< Tir 
0, OLr<Ltis, Tin<Kr<1, 
pen), arc —0,58, 
- ho | 
#0 T—Ti+s; {t— x), 2 —0,5h<r<z;, (37) 


3 : 
t—mi—sp (rm), T<rEid0,5h, 


«| _ 
. (t— tin), ti+0,5hLILtin. 


Les figures 5a et b représentent les fonctions (34) à (37). 
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73 
Donc, on cherchera une solution approchée du problème (33) sous 
la forme 
N=-1 
un (a) = 25 (um (a) + abs (a). (38) 
EE 
L 
a b 
Fig. 9 


En portant (38) dans (33), on obtient 
1 


N-1 : 
Lun) = | [D Gun te +oiti(e) Far — 


0 i=1 
1 N-1 { N-1 
—2 À 56 D (mit +oti (eo) dr | D Gunnini+ 
0 i-1 0 {, j=—1 
N-1 
+ 2yiv nt + viv;Gits) dx — 2 | f (x) > (yini + vbs) dx = 
| 0 1=1 
N-! L , N-1 h 
= D (œyiys+ Quyiv + œjivs)—2 D (Biys+ Bavi), (39) 
Â, j—1 i—1 
où | 
1 _ 
Li = Qj; — n,n: dx, Qi; = jy == ( Cib; dx, 
| Û 
i 
andre, Bi | f(a)me(e) de, (40) 


0 


—— 


P; — f(x) bi (x) dx, EE 2 PPRRRERRES N—1, 
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Dérivant (74) par rapport à y; et v;, i == 1,2,..., N — i et égalant 
à zéro les dérivées obtenues, on déduit le système en y; et v; 


N-1 
À (&;5y; + @ijv;)—-f; = 0, 

Net = = (41) 
D (ip; + iv) — fi; -= 0, =: 2:32: NT. 

j—1 


Ecrivons ce système sous la forme 
AU = F, 


y . _[B ; 
où U— [* est le vecteur inconnu, #=—|—}], le vecteur donné, 


ke 


a œ 
Al =} une matrice partilionnéc dont les éléments sont les 
aa 
matrices 
aæ:=(@;;), aœ=(@;;), œ— (ji), a==(@;;). 


La matrice lransposéc s'écrit 


a 
«(5 
œ 


i.e. la matrice À est symétrique. 


Calculons les valeurs des coefficients &;,, &;;, &;;. De (40), en 
se servant de l'allure des fonctions nf” et £;(x) el en vertu de 


(34), (85), on déduit 
a; 248, 3-0, @u--8/h, à-=1, 2, ..., N—1, 


_ : * NE ; El 
i,i,1 Liu, i = — 12/h°, Œ;,:,1 — 6/h?, ji, i — — 6/h?, 


— 
— 


Ain ja, i -- 2/h, 1, 2 “18015 N 9: 
Qij=Qi)=Q;—=0, [i—j[2>2. 
Donc le système (41) pout ôtre mis sous la forme suivante 


h3 
(y, v) = 2yia—4y; + 2yia t hvi — hvi,1 = — + UE 


mi (9, v) = 3ÿi-1 — Sy a + AV; + 4hv; + hvia = FT Bi, 
id, de. N—2, 


‘ h3 
h (y, v)=— ya + 2ye — hide = — fn, (42) 
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2 hs 
ly-1 (Y, v) = 2Yn-2 — 4Yn + kon = — G Biv-1 


h? = 
Mi (YU, V) = — Jye + 4hv, + hve = Pi, 


—— 


h 
mn (Y, V) = 8yn-e + RU ne +- khv y = so Bn-1 


Pour faciliter la comparaison du schéma oblenu avec un schéma 
discret ordinaire, éliminons la fonction v; de (42). Il est immédiat 
de vérifier que 
dis + Ali ka Miatmiaz-yiet4yin— 


k3 h? ,— _ 
— Oys + Ain Vie — 5 (Pia + Pi + Bios) — 5 (Bis — Pin). 
=, 4:53 8; 


li + 4lo À ls — ma + Ma = 4y — 6yo +- 4ys — 
…. T (B1 4- 46e + Ps) — _ (B: — 3), 
7 + 21 — mi + 2m = — 18y3 ++ Qye — 2ys == 
= — (TB 28) — %(Bi—2@), (43) 
Le + Ave + in — Ms , Mn = Yni + EYN-s — 
— Gyn-2 + Aya = — (Bus + AB na + Bn-1) — e = vs — — Fa), 
2e + Un — ns + My = — yes + Vyn-2 — 18y 1) = 
= — À (2e + TB) — + RE (LB ve — Pa). 


En se servant des notations introduites pour les différences, écrivons 
le système (43) sous forme du schéma discret 


=op(x),, %=2h, 9h; 2:12; 


RE 
h? h3 
y (0) =—0, y—+ SU. 6 De” Yo Len = D (x) (44) 
/ h° h3 
y(1)=0, Yx + Va + Yale in = — + P (Cn-1); 
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où 
1 
TI —T;_o 
pe) gt | (EE) a+ 


La 
1-2 


+ Fref-s (En) 6 (Es) eq 


Vi-1 


+ TE (4) 6 (24) +4 ] de + 
: 
+f (2) (222) ar}, 
i=-2, 3, cn A 2, (45°) 


o (x) =- Sons) )es 


+[refr (=) -10( 


+142 (= L )" Jar 2 À 1 (Et 2%) } dr, 45") 


=)" +24 (+ =)" + 


1-2h 
P(Xnv-1) _—— { 2 Î 1 (x) 2) dx + 
13h 
1h 


+ Drepio(t) 0 (ER) 4 
1-2h 


+ (ER) (Nec 


1 
offert) (2)7T) de 
1-h 


Si dans la méthode de Ritz on prend les fonctions (36) et (37) pour 
fonctions coordonnées, le schéma discret s’écrira 


Yes px), x- ni 3h 19h, 
7 a 
OS Jr 1 T Yrxx Le h— 46 p(h), (46) 


7h3 — 
y (1) = 0, el —-g P(—h), 
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où p (x) s'obtient par des formules analogues aux formules (45). On 
vérilie que si la solution du problème (31), (32) est suffisamment 
dérivable, le schéma discret (44) possède une erreur d’approximation 
de O (h*). Le schéma (46) admet, lui, uno orreur de O (hi). 

Remarquons que contrairement au problème (41), les schémas (44) 
et (46) ne sont pas autoconjugués. Cela tient à l’exclusion des incon- 
nues v, du systèmo (42). 

9. Méthode d’approximation d’une fonctionnelle. En construisant 
par la mélhode de Ritz un schéma discrol pour uno équation du qua- 
trième ordre (problème (31), (32)) nous avons vu que le système 
d'équations oblenu contenait doux fois plus d'équations (et d’incon- 
nues) que le nombre de nœuds du réseau. Dans l'exemple traité on 
a réussi à éliminer ces inconnues « cxcédentaires », mais la matrice du 
système n'était pas symétrique. La méthode d'approximation de la 
fonctionnelle qui sera décrite ultérieurement n'a plus ces défauts. 
Elle opère sur uno fonctionnelle variationnelle qu'il faudra minimi- 
ser au lieu d'approcher l'espace qui contient ce minimum. Si l’appro- 
ximation cst correctement choisie, cette méthode permel de construi- 
re de bons schémas discrets. 

Fnvisageons deux exemples de construction de schémas discrets 
par la méthode d’approximation d’une fonctionnelle. Premier exem- 
ple: consiruire un schéma discret pour le problème (15), (16). 
On partira du problème équivalent de rechorche de l'élément minimi- 
sant la fonctionnolle (17). 

Pour élaborer la méthode approchée de minimisation de la fonc- 
tionnelle (17), remplaçons les intégrales figurant dans cette derniè- 
re par des sommes intégrales, et la dérivée par des différonces. Plus 


exactement, soit w un réscau régulier sur l'intervalle [0, 1] de pas à. 
Reniplaçons la promièro intégrale de (17) pär Ja formule des rectan- 
gles centraux et les deux intégrales suivantes par la formule des trapè- 
zes. Remplaçons la valeur prise par la dérivée aux points x; — 0,5 h, 
où x, sont les nœuds du réseau, par les différences régressives 


u’ (x) ex, -0,5h 2 ue n =" : 


En définitive .on obtient 


N 
Ta (y) = > k (x; —0,5h) (Het Jr ++ (a (0) y? + 
i=1 
+ (1) y} —2f (0) vo — 2f (1) yw) + 
N-1 
d > fq Gi) vi —2f (ci) gi h + ous +19} — 2800 — 281Yn. (47) 


i=1 
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Zn (y) est unc fonction de (N j- 1) variables y;; pour trouver les 
équations qui en définiront le point de minimum il fant égaler à zéro 
ses premières dérivées Der rapport : à y;. On obtient les équations sui- 
vaules pour i -= 1, 2, …, N — 


À } 
_— (ti + 0,54) (yis1— vi) + k (x —+) (Yi — Yi) + 
+ 2q (x;) hy; — 2hj (x;) — 0, i= 1, 2: …. N—1 (48) 


pour ë::0 et i= N on obtient respectivement 

— À k (5) (Y1— Vo) 1 kg (0) yo-— hf (0) + 240yo — 280 —<0, 
Lk (1—5) nv) + A9 (1) un — hf (1) + Din —2g1 = 0. (49) 
Multipliant (48) par (-—1) ot divisant par 2h, il vient 


1 4 À Yi4i Vi _h\ Yi-yin] 
SE 
—q{ri)yi= —f{ri) i-1,2, ..., N—A. (50) 
Divisons les expressions (49) par 2: 


k (5) #1 I = (045 9(0)) vo— (got 37 (0) ? 


h\ Yy —YN- h h 
— k (1— 5) 2 = (xs - 5 4 (D}un— (a+ (1)). (51) 
Il est immédiat de vérifier que le schéma discret (50) est confondu 
avec lo schéma discret (7) construit par la méthode du bilan si les 
coefficients de (7) sont. pris conformément à (9). On constate la même 
coïncidence de la condition aux limites (14) construilc par la méthode 
du bilan et de la première des condilions aux limites (51). 

Deuxième exemple: construction d’un schéma discret pour une 
équation différentielle ordinaire simple du quatrième ordre avec des 
condilions aux limites naturelles: 


ulV+qu:<=f(x), O<x<1Â, qg=const 
u"(0)-=u"(0)—u"(1)=u" (1) =0. (02) 
Le problème (52) équivaut au problème relatif à la recherche de 
l'élément u (x) minimisant la fonctionnelle 
1 1 
1 (u) == À (u)+ qu?) de —2 À u (2) F (a) à (53) 
0 û 


Cette fois toutes les inlégrales seront approchées par la formule des 
trapèzes, et de plus on se servira des conditions aux limites (52), 


S 3] MÉTHODES DE CONSTRUCTION DES SCHEMAS DISCRETS 79 


i.e. des conditions uw” (0) — uw” (1) — 0, pour approcher l'intégrale 
de (u” (x)}. 
En remplaçant maintenant u” par les différences secondes u=, 


on obticnt l’approxination suivante de la fonctionnelle (53): 


N-1! N-1 


De D (Re fn D (avt — 27 (es) yo h + 


| 1— | 


+5 lavê + av — 2J (0) vo — 2 (1) val. 


En dérivant Z, (y) par rapport à y; on obtient les équations discrè 
tes pour la détermination de y;: 


2 4 ; 
5 ice ins + Vi) — 75 (Via — Yi + V4) + 


2 : 
+ (Qi dyint yire) 4 2hqys — 2h] (xi) = 0, i=.2, 8, ..., N —2, 


4 2 
73 (Yo — 2ys + Ye) + 75 (ÿ1 — 2y2 + y3) + 2h (qy1 — 2f (h)) = 0, 
À (Yo — 2y1 + Ye) + hqyo — hf (0) — 0, 


2 4 
2e (ns — 2Un 2 Vus) — 75 (Une — 2Un-1 + Un) + 
+ 2h (gyun41—2hf (1—h)) =0, 
2 
ps (Une — 2Yn-1 + Un) + hqyn — hf (1) 0. 


En multipliant par des expressions convenables et en utilisant les 
notations introduites précédemment pour les différences, on aura 


k2 h° 
Yxx T5 4 So: z=0, 


Vs — F ÿ-thqy=hf, x=h, 
ya + au=f, 2—2k, 8h, ..., 1—2h, (54) 
TL EE 
Po FR qy= ef. zx =. 
Ceci n’est autre que le problème discrel approchant le problème (52). 


Pour s'assurer que l'erreur d’approximation est © (k°) il est nécessai- 
re de remplacer la deuxième et l’avani-dernière expression par les 
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combinaisons linéaires de la première et la seconde équation et de 
l'avant-dernière et la dernière. 
Plus exactement, à la place de la seconde on aura: 


px (+ hay (R) + au (0) hf (R)+ À j (0), 
el à la place de l’avanti-dernière: 
— vez (4 -—2) + hay (Re) + au (1) = hf (AR) + À 5 (1). 


En utilisant la lormule de Taylor, on s'assure maintenant que l'erreur 
d’approximatlion du problème (54) est effectivement O (h?). 

6. Méthode de Boubnov-Galerkine. Il existe une autre méthode 
de projection qui est très voisine de celle de Ritz (2) mais qui possède 
un plus vaste champ d'applications, c'est la méthode de Boubnov- 
Galerkine. On peut l’uliliser quand lo problèmo n’est ni autoconjugué 
ni de signe défini. Etudions cette méthode sur l'exemple suivant: 


(6) +70 au —f( 0<r<1, 
I (0) n° (0) = ou (0) — go, —H(t}u'(1)=wu(t)—gx (55) 


On rappelle (cf. $ 2, chapitre 1) que par solution généralisée du 
problème (55) on entend une fonction.u (x) € WI [0, 1] qui, quel que 
soit, v (x) € W1 [0, 11, vérilie l'identité intégralo 
1 
| (u'v"— ru'v + quo — fv) dx + xou (0) v (0) + 
Ô 

+ au (1) v (1)— gov (0) — gi (1) 0. (56) 


Supposons commo précédemment que V, est une suito de sous-cspaces 
de dimension finie de l’espace WI [0, 1]. On cherchera une solution 
approchée u,( x) € V, du problème (55) en satisfaisant l'identité (56) 
sur des fonctions v, (x) € V,. Soit w un réseau régulier sur [0, 1] de 
pas k — 1/N, et V,, l’espace des fonctions continues linéaires par 
morceaux introduit auparavant, n{” (x), les fonctions coordonnées de 
V, définies par les expressions (25), (26). Comme précédemment on 
cherchera une solution approchée u n+, (x) sous la forme 


N 
ur (= À yon (a) L 
= 


Posant 
v (x) = nv +1) (x) 
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et Pen dans (56) l'expression (57) de u(x), on obtient: 


N 
Z { | [x (x) Yi D + ED 7 (x) y; 7 D MN MEN D 
2 


+4 (0) pin OnN+ — j (a) V0 | de + ou MEN + 0) (0) mEN +0) (0) + 
ag inf +0 (1) nf (4) — gontN+ 0 (0) — ganfd+8) (1) } = 0. 


Compte tenu de la forme (25), (26) des fonctions coordonnées, on 
obtient le système d'équations 


, 1-1Via + Ou, Va Os, suis — Pa <= i=1,2,.,., N— (58) 
Go, 0Yo + Go,1Y1—B1=0, x,  . NYN—Px . 
où 
X} x; 
y, a=ht| — Î k (x) dx - À (ZX — Li) r (x) dx + 
A Vi-1 
#j 
+ À Ga) (@—2)g (0) de |, 
ey_4 
Xj41 Xÿ 
mise] — À kGdrt À (e—m)r( dr+ 
Lj Xi-1 
X41 7 | 
+ À Gu—dr( dat À(e—mia)g (x) dr+ 
Xi F4 
X {41 
+ | (ua) de], 
* 
Xi41 Xi41 


aa he[— À k(z)dr— | (œu—2r(x)dr+ 


*i 


i+1 


+ [su matmar], 21,2, .., N—4 


h h h 
ao.o=t| | ke (x) dx + Î (R— x) r (x) dr + Î (k — x)? q (x) de | +%o, 
0 0 0 


6—0372 
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C9,1 =R ? [| — k (x) FR (ha — x) r (x) dx + z(h— zx) q(x) dx |, 
0 0 0 


1 1 
aw,wa=h?| — | k (x) dx + | (t—1+h)r(x) dr + 
1-h 


1—h 


| 
+ (A—a(r—1+h) (x de] 
1-h 
1 1 


ax x=kt| | k(x) dr | (A— x) r(x) dr + 
1-h 1-h 


1 
+ | Aa) (o dr ] + 


1—-h 
si Xi+1 
Bin) [Ga f(ode+ | (ua) f(o dr], 
h 
Bt À (Re — 2) f(x) de + 80 
0 


h 
B=ht | (a—142) f(x) de +8. 
1-R 
Avec les notations 


ani | k (x) dx — f (t;—zx) (t— Zt;-1) g (x) ds | 
_ 1,2, AN, 
d=k2| f (t— zi) 9 (x) dx + end atds], 
Xi-1 “ 


i=1,2,.::, N—1, 


X; 


b, =h"? | (z—zx;)r (x) dx, il, 2,245 NN; 
Xi-1 
Xi 


Dh? | (as—a)r(s dr, i=0,1,..., N—1; 


L 4 


X} 
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h 
do = 2h"? | g(z)(h— 2x) dx, 
0 


| 
dy = 2h"? | (x — 14) q(x) dr; 
1-R 


que pink] À (xs) f(x) de + 


4 
Xi41 


LE | (Gua— 2) j (x) dx |, I=t=2, 4 NA, 


x; 


h 
Lo == 2h? | (k— x) { (x) dx, 
0 


1 
Qu 2h | (m—1+7)f()d2, 
1=h 
le système (58) peut être mis sous la forme 
(ays)x + D'yx +0 y —dy= —q, z=h, 2h, ..., 1—h, 


(a+ 6h) yx = (to + 0,5hdo)y—(8+0,5kp), x=0, (59) 
— (an — hd) y = (M + 0,5hdn)y—(g1+0,5hkpn), x==1. 


Si r (x) = 0, il est évident que le problème (59) est entièrement con- 
fondu avec le problème (30). Si les coefficients k (x), g (x) et r (x) 
sont constants, alors a;, d;, Li et b? s’explicitent comme suit: 

r 

+ 

7. Méthode d’approximation de l'identité intégrale. Cette méthode 
est à la méthode de Boubnov-Galerkine ce que la méthode d'approxi- 
mation de la fonctionnelle est à la méthode de Ritz. 

Illustrons brièvement la méthode d'approximation de l'identité 
intégrale sur l’exemple de la construction d'un schéma discret pour 
le problème (55). Approchons l'identité (56) qui définit la solution 
généralisée du problème (55) sur le réseau régulier w par l’identité 


D k(ar-à) (US) (2e à 4 


a=a=hk—h%g, d=d=g, b=bt= 


N-1 
+2 [| — r (a) (HN ) Vi + q (ti) yivs—f (x) vi | + 
i=À 


6* 
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+2 [a (0) vovo— r (0) MER 8 — j (0) vo + 9 (1) vor — 


Un —Ynt : 
Re nf (1) vw | + KoYolo + Hi, Un — Boo — Ein = 0. 
Dans cette identité, v, est une fonction discrète arbitraire. En la pre- 
nant égale à l'unité dans un nœud et nulle dans les autres, on ob- 
tient une équation en un point où v, est non nul. En considérant 
ensuite tous les nœuds, on obtient le schéma discret suivant: 


UE vx) +r(ue—a(r)y= —f(x), seu, 
(x(5) +h 0 ) Ya = (%o+50(0)v—(80+ +7 (0); z—0, 
(af) -5r)ude (at $a)u-(atéft0), ze. 


8. Elévation de l’ordre d'erreur d’approximation sur Îles solutions 
des équations approchables. Au $ { on a cité l'exemple de deux 
schémas discrets (6) et (7) pour l'équation (5) qui se distinguaient l’un 
de l'autre par l'approximation du second membre seulement, le 
premier admettant une erreur de O (4°), le second. de O (hf). Décri- 
vons une méthode de construction du schéma (7), $ 1. Soit l'équation 


Lu = u" = —f (x). (60) 


Ecrivons tout d'abord l’approximation élémentaire 


Via — 2Yi  Yist 
Liyr = —= — qu qi f (mi), 


et calculons son erreur en supposant que u(x) EC'®. Par définition 
4 (x) = Liu + ®, 


et 
Lau = Lu + À L'u + O (ht), (61) 
donc 
ap (2) == À Lu + O (ht). (62) 
De (60) il vient L?u — —Lf. En portant cette valeur dans (62), on 
obtient 
(a) +5 fe) O (1). (63) 


Do (63) il résulle que pour composer un schéma discret admettant 
une erreur d’approximation de O (h!), il suffit que l'erreur d'approxi- 
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mation Ÿ (x)'de ce schéma soit de la forme 
— h°? ; 
px) =v()+- f(x), 


où 1 (x) est définie par (62). L'écriture d'un schéma avec une telle 
erreur d'approximation ne pose en principe pas de difficultés: pour 
second membre de ce schéma il faut da la fonction 


p=f (+ Er) (64) 
et ce schéma sera de la forme 
Liy = —@ @). 


JL est clair que sans abaisser l’ordre d'erreur de l’approximation 
dans (64), on peut remplacer f” (x) ee les différences secondes de la 


fonction f(x), i.e. f-, (x), Fr = f + Les 


De la même façon, dans le problème (8), $ 1 on pout construire 
l'approximation discrète (10) de la condition aux limites de troisième 
espèce. On remarquera que cette approximation a été déjà construite 
par la méthode du bilan. Composons de nouveau l’approximation la 
plus simple de cette condition: 


_ 


ny = = = HYo— Vos Vo = Lo: 


ct calculons son erreur : 


= 017 0 + 
Vo = h — Ko + Vo = 


ut (0)+ Ru" (0) — x (0) + go + OU) = à u” (0) + O (HA. 
De l'équation æ) $ 4 il vient u”(0) — — f (0). ne 


do+ 7 f (0) 0 (h). (65) 


De (65) il s'ensuit que pour écrire une approximation discrète avec 
une erreur de © (k?) il suffit de choisir le second membre v, égal à 


. h 
à Lo + 5 Pos en posant 


= 
ee Yo je Vo: 


y = 


Considérons encore deux — d’élévation de l’ordre d'erreur 
d'approximation des schémas (pour équations à coefficients cons- 
tants). Penchons-nous tout d'abord sur l’équation 


u" — qu = —f (x), (66) 
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où g— const. L'approximation la plus simple de cette équation 
s'écril 
Ly = Y:, — QU = —9, q = f (x). 
Son erreur est 
px) = Liu + = 
=u"(x) ++ > 'uIV (x) + O (Hi) —qu + f=+ ul + O(h). 


De l'équation (66) l'on déduit 
ulV = qu" (x) + (x) Le qu — af —f". 


En portant cette valeur de ulV (x) dans l'expression de #(x), on 
déduil que. 


Ÿ (2) — À (qu — gf — f}=0 (hi). 
Comme TR il s'ensuit que pour écrire un schéma 


discret possédant uno erreur d'approximalion de © (h‘), il suffit que 
l'erreur d’ DROX NAN de ce a se mette sous la forme 


Pr) =ba)—-7 D (g2u — gf —f"). 


Maintenant il ne suffit plus de changer le second mombre du schéma 
il faut changer les coelficients en y. Il est clair que le schéma discret 
possédant une erreur d'approximalion de © (k*) peut être pris de 
la forme 


a (t+ma)u= -[f+5 +1]. 
Considérons enfin l'équation 
u" + ru" — qu = —f (x), (67) 


où r — const et g — const. Cette équation peut être visiblement 
approchée comme suit: 


ter (x + y) — qu = —f. 
Calculons l'erreur d'approximation de ce schéma : 
p=u"+ uIV + ru! + ru" — qu +f+O(hk) = 
= À (UV + 2ru) + O (hi). 
L'équalion (67) entraîne 


u"=(r?+ qg)u"—rqu + rf —f", 
UV —(r8+ 2rg)u'+(rg+ghu+rf —gf—f"—rf. 
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En portant les valeurs de u” et ulV dans 1, on obticnt 
h? ’ ’ # 
= lu’ + q(a—rèu—(g 72) f—rf —f1+ 0 (hi) = 


1 ? n. 
= [sr @+u)+a(—ru— (gr) f—rf —j"]+0 (0. 
D'où il résulte que le schéma cherhé doit être de la forme 
1 k? h2 
YR TS Tr (1-5 r?) (Yx + x) —q (1+5 (g—r°)) = 
=—[f+5(Q-rdi+ri +] 


9. Schéma d'ordre supérieur de précision pour équalions à coefli- 


cients variables, Considérons à titre d'exemple l'équation 


d du 
— (k() D) = —1 (a). (68) 
Pour cette équation on a construit lo schéma 
(ay=)x = —® (x), (69) 


où les coefficients a (x) ct (x) ont été calculés de manière différente 
selon que la méthode employée était la méthode du bilan, de Ritz ou 
d'approximation de la fonclionnelle. Dans tous les cas l'erreur d'ap- 
proximation éiait de © (h?). 

Du pt. 2 du $ 2 il s'ensuit que le schéma (69) admet une approxi- 
mation du second ordre si 


zh th) — : 
LENS) L x (2) + 0 (R2), 20H19 Q (x) +0 (h?), 
p(x) = f(x) + 0 (h°). 


Pour l'équation (68) on peut écrire le schéma oxact de trois 
points 


(ay=); = — p(x), (70) 
. dr \-1 
Poe (; | 1) 
Xi_1 
| Cr x | x} 
Pi — | [ait Î%e Qi Fo ] f(x’ ) dx" | 
X; “$ Xi_4 


Toute solution de l'équation différentielle (68) est solution de l’é- 
quation discrèle (70) i.e. 


Yi = U = U (x;). 
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Pour obtenir un schéma cxact, intégrons l’équalion (68) entre x; et « 
et divisons par 4 (x): 


, ku”); 

u' (a) = + {ras (71) 
Intégrons ensuite (71) sur x entre x; et x; et entre x; et Zian, 
puis multiplions par ah"! et aiht 


x 


X 
w 1 Ui- ’ À d , , 
Qi EL 2 (lu hi + [ 55 | f(x”) dx”, 


Xi-4 *} 
x Xi41 ns 
© LL: — LU 2 “A ? 
dix HT = (ku”); + di+] Fr ( k () ( Î (x°) dx”. 
Y; ; 
Eliminons (ku”). On obtient (au-), = — O (x),oùaet p sont définis 


plus haut. 
Certes, l'usage de ce schéma est singulièrement compliqué par la 


présence des intégrales de a et @, intégrales dont le calcul détermine 
de toute évidence la précision du schéma, 
Pour l'équation du second ordre 


(ka) au f(x), O<zr<1, 


on peut construire un schéma homogène de trois points qui est exact 
sur un réseau irrégulier arbitraire. On se sert d’une autre méthode 
basée sur le fait que la solution de l'équation du second ordre envisa- 
gée peut être exprimée en un point arbitraire au moyen de la valeur 
prise par cette équation aux extrémités de tout intervalle contenant 
le point choisi. Si pour les trois points on question on prend des 
nœuds de réseaux, on oblient le schéma discret 


(ay): — dy == —p; 
dont les coefficients a, d, @ sont des fonctionnelles des coefficients 
k (x), q (x), f (x) de l'équation différentielle. 

Voyons comment construire un schéma discret O (k*) pour l° équa- 
tion (68) en étudiant directement l’erreur d’approximalion d'un 
schéma conservatif. Il est plus commode de mettre l’équation (68) 
sous la forme 


Lu )=-f@), PO-T. (2 


Approchons Zu par l'opérateur de trois points 
À 1 
(sw), 
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de deuxième ordre d'approximation 
ÿ = Au — Lu = O (h?). 
On a montré au pt. 2, $ 2 que ceci est ne si 


4 
Le — + O (R?), 
An: sl FE) (73) 


1 — 5] (+ +) +0). 


On supposera que a (x) est défini à l’aide de la fonctionnelle stencil 
linéaire À [p (s)}, —1 < s < 0, de sorte que 


a (x) = À [p (x + sh}], 1< s< 0. 
En décomposant 
p{e+sk)= p(x) + shp' (2) + À s2p" (x) + 0 (h°) 
et 
p(z+h+sk)=p(z)+(1+5s)hp G)++ (4 +)? p° (x) + O (h°), 
on trouve 


a (z)= p{x) AN + hp’ (2) As) À d (x) À [52] + O (hs), 
a(z+h)=p(x) ATT+ hp &)AH+s1+4 = p' (x) AI(1 + 5)21-+0 (RS). 


Portons ces expressions dans les conditions (73) de deuxième ordre 
d'approximation. Il est évident que. À [1] — 1. 
On a par ailleurs 


1, D 4 A1 [y hp CR 
Fleet ana gratte + 


+ he (EE) 41 +s1+ 00h) — (128 A ts) 25 p'A 1e] + 
+ (2) 4 a+00))]- 
= (2) 5 (4) 4n+28+0 @9- (2) +0 «9, 
si A[1+92s1= 0, i.e. 4[s]— —0,5. 
La première des conditions ei est remplie : 


{ | { 
2e lacs) 70 — 7 Als+0, 


Montrons que si sont réalisées les conditions 
At1]=1, Afsj=——1/2, Afs]=1/3, Afs}=——1/4 (74) 


1 
0 (2). 
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l'erreur d'approximation 4 -- Au — Lu peut être représentée par 


p= Au — Lu = _. L (pLu) + 0 (h‘) — 5 (+ (plu) )" + O (hi). 


A ces fins, décomposons a (x) au voisinage du point z=2—0,5k. 
En posant p(x)-p{zx), etc., on obtient 


a(x)= A[p(x-} sh)] = A[p(r—0,5h + (s+ 0,5) hk)] = 
= A[D+h(s+0,5) + RE (840,592 p'-+ À (5+ 0,5) p"+ 
+27 (840,5) piV + O (RS) = P+ hp'A [s + 0,514 
+ À p'A(s+ 0,5)1+ 5 DA [(s+ 0,5)91 + 
+2 PIVA [(s + 0,596] +0 (5). 


Comme A{s+ 0,5] = A[s] + 0,5 = 0, 


1 1 1 1 
Al(S+0,51=A[s2+5+ 7]=5-54+re=, 
AI(S-+ 0,5)9]= A (55) + A fs] + À As + RL +s St 0, 


il vient 


— 4 — 
a(x)=p+ Lu + Dr PIVA [(s+ 0,5)] + O (h5), 


a(é+h=p(T+h)+5 PE +R)+ 
+ 2 DIV (4h) A(s+ 0,5)14-0 (5). 


Nous aurons besoin des expressions 


u (x) =u ++ u (+ £u (x) + Hu" (x) +- 


da aa UV (2) + 0 uV (x) + O (K5), 


u(z—h) =u(x) —+u (z)+ Tu Lu (x) + 


+ er IV (0) — pe UV (E) + O (N°). 
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De là il résulte 


1 1 h2 p"(2) 
ame (tr te +a (x) h) x 


x (u'(z)+ 57 u" (2) a. + O(h5) = 


=[ + h? Las : p" Eu)] .+7@ hs + O(h5), 


i.e, 
1 ; = 
ue ee + R2Ô (x) + v(x) h4 + O (hÿ), 
où 
PLU ES 
= (ru) 
_"PG)., cr). D us 
vo p(x) p(x) 576P2() (@), 
BG) = 5G 20 » 
ar = — 2 AÏGHO5 | W y 
p (@) 24 576p? (x) 


Utilisons maintenant Ics formules : 


w (x) =w (x) —0,5hw (x) + Tu" (a) és 1) + PTE: O(hÿ), 


w(c + h) =w (x) +0,5hw (x) +- Ru (2) + + w" (x) +- 
WIN (x) + O(h°), 


h4 
ÿ E 16-24 


D (2 - 2 27 W @) _ w’ (x) + Ew" (x) se 0 (hi). 


( (x)): = 
De là et de la formule w=u; il s'ensuit 
(han) TOO) ET +00 
‘lransformons les crochets en tenant compte du fait que 
de LS el 7 = +2 (5) u+ (sr) a 


(+) -(G)#-(5) +4 

— = | —— — ZZ [| ——— — 

P (= P P T7 + 
? 
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donc 
u’ n u"! p" ; . u’ "” p” ; p" ; ( p'}? ; 
(4-2 (DR) sue 2 eu + 


P 
2p’ " LA # 5 P° u” te. 1 La CAN 
Favre p (5) =25 (5) ): 
Nous sommes donc arrivés à l'expression suivante de l'erreur 
d'approximation 
— fl Nate) pre") 4 
V=Au— Lu (= us), 22 7 12 Ë (Pr p ) ) | A0 
ou 
h? 
1 = 7 L (pLu) +0 (h*). 
Supposons que uw ==u(x) est solution de l’équation Zu — (5 u') = 
= — (x). Alors 
h? 
p(z)= —< L(pf) +0 (hi). 
Comme 
1 r\° 
L(pi}=(= (pf)) =A (+0 (A 
le schéma discret 
1 h? 

Ay= (= us), = —9 p=f+-s À (pf) (75) 
possède le quatrième ordre d’approximation sur une solution 
u=u(x) de l’équation Lu-=— f(x), de sorte que 

= Au + p=0 (hi), 
si fEC®, pEC'® et si sont remplies les conditions (74) pour la 
fonctionnelle linéaire 
AlP(s),. —1<s<0. 


Considérons la fonctionnelle élémentaire 
= = ( = 
AFP (9) = c1P(—1) + cp Ü—+) + cop (0), 
OÙ C1» C2, Co Sont des constantes. Les conditions (74) donnent 
A{1]=c-te+co=1, Co =1—0cp— Ci, 
A [s] = — C1 — 0,5ce — —0,5 C1 + 0,50 — 0,5, 
1 


1 
AfS#)]=a+re—. 
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D'où il vient 


gi 


à 
, C7: Co — 


GS] 


C4 — 


La condition À {sÿ] — > est automatiquement réalisée. 


Donc, dans le schéma élémentaire du quatrième ordre d’appro- 
ximation (75), le coefficient a; est égal à 


1 
Gi = (Pit APi-12 + Pi). 
Voir aussi [41], [71, [2], 16], [9]. 


CHAPITRE III 


SCHÉMAS DISCRETS POUR L'ÉQUATION 
DE POISSON. PRINCIPE DU MAXIMUM 


On à déjà mentionné au chapitre Ï que l'équation de Poisson 
(Laplace) était l’un des plus typiques roprésentants des équations 
elliptiques. Dans ce chapitro on se propose de construire des schémas 
discrets de divers ordres d’approximation pour l’équalion de Poisson, 
en coordonnées cartésiennes, cylindriques ou sphériques. Ensuite on 
abordera les approximations des conditions aux limites de Dirichlet 
pour l'équation de Laplaco, puis on démontrera le principe du maxi- 
mum que l’on utilisera pour étudier la solubilité et la vitesse de 
convergence des schémas discrets construits. 


$ 1. Construction de schémas discrets 
pour l’équation de Poisson 


1. Approximation de l'équation de Poisson en coordonnées carté- 
siennes. Soit donnée dans le plan Ox;x, l'équation de Poisson 


0? 0? 
Au rt = — f(x), 2=(2,2) (1) 


et un réseau Q, régulier, rectangulaire, de pas h« suivant la direction 
Oz, à = 1, 2. Au $ 1, chapitre II, on a indiqué une approximation 
discrète simple pour l’opérateur de Laplace sur un réseau rectangulai- 
re. Si l’on se sert de l'opérateur discret qui a été alors défini, on 
obtient de toute évidence l’approximation simple pour l’équation (1) 


AY= Yi tn — p{x), (2) 
où le second membre œ (x) peut êlre choisi, par exemple, de la ma- 
nière suivante : 

p (x) = f (x). (3) 


Calculons l’erreur d’approximation de l'équation (2) avec le second 
membre (3) sur la solution u — u (x) de l'équation (1). Comme 


d2u h2 Gôu hà Ju ; 
rs L — Ed GERS Ge CREER CERTES 2 
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en introduisant les notations 
du 
Au=(Li+Lju= — f(x), Lou= re , a= 1, 2: 
[ à 


il vient 
(x) = Au + p(z)= (A1 + Ac) u + p(x) = 


=(L+b)u+ 2 (hiLu + hLiu) + f (9 +0 (kf)=0 (RP), 
JAP RE RE. 


Donc l'équation (2) avec le Second membre (3) approche l'équation (1) 
au deuxième ordre, 

L'opérateur discret ulilisé pour la description de l’équation (2) 
est défini sur un stencil simple do cinq points du type « croix ». On 
montre que sur ce slencil il est impossible de construire une approxi- 
mation discrèto dont l'erreur soit d’un ordre supérieur à O(}h |”). 
La complication du stencil permet de construire des approximations 
d'ordre plus élové. Ainsi, sur un sloncil de neuf poinis du type 
« tiroir » on peut construire une approximation discrète de l’équa- 
tion (1) d'ordre O (|k[*). Si le réseau est carré, i.e. k; — ho — h,on 
peut construire une approximation © (| h {|*) sur ce stencil. Cons- 
truisons les approximations indiquées. De (4) il s'ensuit 


Au= (Li+ Liju +5 (RL? + RL) u + O(Rf)=(Li+ Lou + 
2 2 
+ (hELi + Ra) (Lit Lou RÉ LiLu+O(nf). (5 


En portant Au—(Z,+L;)u— —f(x) de (1) dans (5), on obtient 
1 5 ï 
Au — f (2) (hèLa + ha) f— ER ju + O(IR |). 


Remplaçons Z;Lou — 0u/0x° 0x5 par a discrète 
LiLu=u: =, +O(RP) = AiAu+O(hf). 


On a en définitive 


21h32 E pe 
Au + EE A Au —(f(2)-+ S 5 Lof)+O(IR). 


a=1 
D'où il résulte que l'équation discrète 
h?+h$ 
A'y= y+— LE 3 AAoy = —% (x) (6) 
de second membre 
h2 92 
p(x)= f (x) + 5 54 (7) 


a=1 
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approche l’équalion (1) sur sa solution uw — u (x) à O (| h |‘) près. 

La formule (7) qui définit le socond membre de l'équation (6) 
n'est pas toujours commode pour les calculs, car elle fait appel aux 
dérivées de Ja fonction f (x). Mais ces dérivées pouvent être rempla- 
cécs par leurs approximations discrèles. Comme 


PflO2ë = fe. + O (à), 


on posera le second membre de l'équation (6) égal à 


pO=f (+ D Es. = f(0)+LOUAH RAD. (7) 
a=1 


XX a 
L'erreur d'approximation du schéma sera comme précédemment du 
quatrième ordre, i.e. Ÿ — O(|h [*). 

Construisons maintenant un schéma possédant uu sixième ordre 


d' pre an sur un réseau carré, i.e. hk, — ho == h. 
se servant du développemont (5), on obtient 


Au = Au + Au — 
h4 
= (L+ Lju+(Li+ Liu + (L9+ 13) u + O(H5). 

En vertu de l'équation (Z;+ L,;)u= —/f(x) et des expressions 
(Li =} L?) u — = (L: + L,) uU —- 21,7u — = — (Li + L:) Îf — 2LLou, 
(Li+ Lu (Lè— Lilo L?) (Lit Lju= —(Lè—Lili+ Li f, 

on peut mettre la formule ne sous la forme 
2 
Au —f (0) — 4 (a+ La) f— ge (LE Lila LE) f— 
— À Lilou + O (HS). 


Pour remplacer Z,Lou par son analogue discret à O(hf) près on 
tiendra compte de (4). On oblient en définitive 


Ado = Lilo + + Lila (La + La) u + O (ht) = 


h? 
— Lilou — 72 Lilaf + O (hi). 
On peut donc écrire 
A'u — Au + Au = — (x) + O0 (h°), 
où 


p{a)= f (0) + HA + (A2f + DL: Li). (8) 
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D'où il vient que le schéma 
A'y = —(x (9) 
de second mombre œ (x) défini par la formule (8) approche l'équa- 
tion (4) avec une erreur de © (hf) sur le réseau carré. 
Pout second membro de (9) on peul prendre une autre fonction 
qui conserve l’ordre d’approximalion du schéma, maïs ne renferme 
pas de dérivées de la fonction f (x). En portant dans (8) les expressions 


AJ=AÏ— 57 (A+ AD f+ 0 (Re), 


A2f = (Ait A2) 1 + Oh?) =: ff + 2Ahaf + ASf + O (R?), 
L: Lef Fe AAof SE 0 (R?) 


et en ne conservant que les Lermes © (k*}, on obliont la formule 
suivante pour le second membre (x) de l'équation (9) 


2 a 4 
paf 45 Ua An) pp (AE AD 14 Audaf (8) 


La formule (8”) est susceptible d'être plus commode aux calculs. 
Parfois, sur un réseau carré l'équation (1) est approchée suivant 


un Stencil de cinq points en «croix De Saint-André », constitué 
des nœuds 


(Z To); (ti on k, To — h), (a on h, Lo si h), (ri à 5 h, To Æ k), 
(a + h, a — h). 
Cetto approximation Se fait de la manière suivante. On sait que 
l'opérateur de Laplace est invariant par une rotation du système de 
coordonnées. Faisons tourner le système initia] de coordonnées d’un 
angle de x/4, et laissons le réseau Q en place. Dans le nouveau systè- 


me de coordonnées, Je stencil restera loujours en « croix », seule la 
distance de deux nœuds voisins changera, elle ne sera plus de À, mais 


de V 2h. Donc, sur ce stencil la nouvello équation pourra être appro- 
chée de façon ordinaire ct dans l’ancien système de coordonnéos cette 
approximation s'écrit 
{ 
ns W(—k, Zo—h)+y(m—-h, t+h)+y(r + h, tz—Rh)+ 
+y(ntR, tot h)—4y (as, 22)} = — 7 (21, 2). (10) 


En utilisant les notations du $ 1, chapitre II, on met l'équation (10) 
sous la forme 


h? h? 
Tir ci Yan Fi Vrixixox y + Acy “F Dr. A1 S 4) (x). (1 1) 
11 est évident que l'erreur d'approximation de l'équation (11) est de 
l'ordre de © (h°). 


2. Réseaux hexagonaux el (riangulaires. En dehors des réseaux 
reclangulaires et carrés, pour approcher l’équalion de Poisson on 


7—0372 
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utilise parfois des réseaux réguliers composés de triangles équilaté- 
raux (fig. 6) ou d’hexagones réguliers (fig. 7) de côté h. 


X2 


ANT 
VV \&\2\6\ V 
\/\V\A\ SV \/\ 

XX ARR 


À} 
Fig. 6 


Construisons les approximations discrètes de l'équation (1) sur ces 
réseaux. Signalons préalablement qu’il est impossible d'approcher 


Fig. 7 


l'équation (1) sur un réseau hexagonal 
en approchant les dérivées figurant 
dans (1), car l'approximalion de la 
deuxième dérivée suivant une direc- 
tion quelconque implique l'existence 
d’au moins trois points situés sur une 
droite parallèle à cetle direction. 
Nous n'utiliserons pas non plus cette 
approche pour construire un schéma 
sur un réseau triangulaire. 

Soit 2‘® un nœud d'un réseau, 
a, i = 1,2,...,n ses nœuds voi- 
sins. Soient L, Lo, . .., l, les droites 
joignant 2% respectivement aux nœuds 
x®, Désignons par 6; — 0 + 2xi/n, 
où 0 est l’angle de référence, l'angle de 


l; avec l’axe z:. fntroduisons les différences progressives suivanl l,: 


i (0 
y, = + 2 ES À 2. PE A 
et construisons l'opérateur 
n 
1—= 


Etudions son asymptotique lorsque À — 0. Il est évident que 


n 


Lu D (etes + 


i=1 


LE AL h3 Oîu ht Fe) +00). (13) 


6 08 T2 04 T 120 "4 
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Exprimons les dérivées suivant la direction de /;, figurant dans (13); 


au moyen des dérivées par rapport à z, et x,. Tous calculs faits on 
obtient 


Pr ge SU 
= + A+ + cos 26, (2 TE +) + sin 28; ——— EURE 
+5 (cos À + sin 0; 2) A, 
= 54 + Pi (A8 GE ) + he — 2) + 
+ (E— a) +20, À, (14) 
DS (060 + sim 2) 48452890 (2 
x (—3 — ts en) + + Li SE — a) 
+ (EE ES 40 RE 10) | 


Portant les expressions (14) dans (13) et compte tenu de 


112 
cos af; = cos a { a) x 
i=1 
MG) pour 0, +1, +2, ..., 
X (15) 
(— 1) 0/7» pour += 0, 4, +92, ..., 


S sin aô; —sin a Ce } X 
i=-1 


Sin a 


(e4 
| CT pour 0, +1, +2, ..., 7. 
es |” pour <=0, +1, +2, ... 


7% 
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on obtient (pour n>3) 
Lu = Au + Au u + 


+ Ôn,3 + {cos (+ 3er) +sin80(3 LE) } — 
na (a8 2 jo (0. 7) + 
+16 (TE — es )sin4(6++)}+ 
+ (Ôn, 5 + Ôn, 3) O (h*) + O (h5), (17) 


où Ô ,.: est le symbole de Kronecker. De (17) il résulte que l” opéra- 
teur £ approchera l'opérateur de Laplace quel que soit n > 3 s'il 
ost multiplié par 4/(nh). Posons 


4 
A=— : (18) 
Sur un réseau triangulaire (n -= 6) l'équation discrète 
Ay = — (x), (19) 
où 
h?2 
p(a)=/ (a) +5 Af, (20) 


approche l'équation (1) à © (h*) près ainsi qu'il découle de (17). Sur 
un réseau hexagonal, l'équation 


y = — px), (x) =: f(x) (21) 


(nous n'explicitons pas Ay) approche l’équalion (1) à O (hk) près, et 
comme sur ce réseau il existe deux stencils correspondant à 8 — 0 
ot 0 = x, il vient 


h / du 
(0) pee ue 2 
PE 6 (5 3er) + 0), 
es h [ Ou Ou 
(DV nr Re 0 7 2 
pe 6 ôx? Ox4 Ôrè |] AU) 

3. Opérateur discret de Laplace sur un réseau irrégulier. Consi- 
dérons encore un exemple d’approximalion de l'équation Au = — f. 
Soit un réseau irrégulier arbitraire sur le 7 OT : 

== f{xtin), 22) | = 0, +1, sr at 2): 


Le pas du réseau suivant la direclion x, esl égal à 


(i,) (i,) (i,-1) 
he = tt —_ 74 
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et ne dépend que de i, ; le pas moyen du réseau suivant cette direc- 
tion est 


(ti) 
ha=he — 


1 \ l,,) US 
= (ha + ha), où hu= ho, hŸ == he à 


Les dérivées figurant dans l'équation (1) seront approchéos par des 
expressions du type (3) $ 1, chap. IT: 


ô?u 1 es ee) L 1,9 
22 eh a à | aire 
où 
utt 11) — u (a$t), 26), ui) = y (x$9), zf2&t)), 
L'équation discrète qui approche l'équation de Poisson Au = -—- f 
sur le réseau irrégulier Q, s'écrit: 


Aya Van — (0) 260 (22 
L'erreur d'approximation 

dau + fu une + / (6) 
où w, solution de l'équation Au+-f--0, pout se meltrco sous la 
formo 


2 
2 Ou 


b= Qu h+e D (nr). +O (+7 


2 
{ du 
=rD (rs). +O(U24R). 
ar1 Fa 
En effet, en développant u(Elo) suivant les ‘puissances de À, et ñ# 
au voisinage du nœud x=— (x), xf2), on aura 


(+1,)-u h+ h 
u __ ôu x Ou ee ou 3 
Un RE Dre 2 dE + —— ER — + 0 ((h2)S), 
(—1,) 3 
U—Uu _. du ha d2u , ho Ou 9 

Le . ha 7 te 2ait 6 6” 0 (ac), 

donc 
1 en. 2. 2 _ U su 
a = pe Cu) = ge ge (Ne he) Gr + O (Hè). 


En portant ici l'oxpression 


ca Pe = >| ( jo ous 


il viont 


0? 1 03 
us, = to (her), +0 (Né). 


œ œ Ta 
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&, Approximation de l'équation de Poisson en coordonnées polai- 
res. Si l'on recherche la solution de l’équation de Poisson (1) sur 
un cercle, une couronne, un secteur circulaire ou annulaire, il semble 
plus naturel d'approcher cette équation sur un réseau en coordonnées 
polaires. En coordonnéos polaires (r, œ), l'équation (1) s'écrit 


11 9 ôu 1 0? 
À, mr (re)+r ge — f(r, D), (23) 


où r=Vr+ Li. tgp= , le plan Oxx, est appliqué sur la 
demi-bande {0<r< 00, 0<çp< 2x). 

Les coéfficients de J’équation (23) présentent une singularité 
pour 7 — 0, donc pour trouver la solution qui nous intéresse il nous 
faut poser quolques conditions. D'habitude on s'intéresse aux solu- 
tions bornées pour »# — 0, lesquelles vérifient la condition 


lim r = 0. (24) 


T0 ( 


Donc, outre l'équation (23) il nous faudra approcher la condition 
(24). Pour exploitér au maximum la condition (24) il nous faut 
choisir un réseau spécial. Plus exactement envisageons le réseau 
régulier en @ de pas ka 


Do = {Pm = Mhim Mm=0,1,,..., M—-1,h, = 2M)}, 
et le réseau régulier en r de pas h,, translaté d’un demi-pas 
o, = {rm = (n+0,5)h,, n = 0, 1,2,...,, h, > 0}. 
Dans la demi-bande, le réseau sera de la forme 
Q = o, X © = {ns Pm) I7n € Or, Pm € Do}: 


En éliminant les points de coordonnée r — 0 du réseau, on s’est dis- 
pensé d'approximer l’équation pour r = Ü, mais on a posé un nouveau 
problème : l’approximation de l'équation (23) pour r — h,/2. Si on 
avait introduit un réseau régulier fixe en r et si parmi les nœuds on 
avait eu des points do coordonnée » — 0, pour écrire l'équation avec 
r = 0 il nous aurait fallu nous servir de l'écriture cartésienne de (1) 
et de l’opérateur (18), (12) avec k — h, et n — M, i.e. l'équation 
discrète aurait contenu #/ + 1 inconnues, ce qui n’est pas très com- 
mode pour la réalisation du schéma. 

L'approximation de l'équation (23) sur le réseau avec r 0,5 h, 
ne pose pas de difficultés ; plus exacitoment l'opérateur ZL, est appro- 
ché de toute évidence par 


2 
Lust A pe (25) 
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quant à l'opérateur Z, il est approché comme un opérateur à coeîti- 
cients variables (cf. $ 3, chapitre I1) 


1 à 
Live êr (r+) And = + (pur: 


où p{r) =r—h,/2. Donc l’approximation de l'équation (23) pour 
r Æh,/2 peut Se prise sous L forme suivante : 


Ay= (ou) + us = —1(r, @), rÆ 47, (26) 


À = A; + Ao: 

Utilisons la méthode du bilan pour déduire les équations discrè- 
tes pour r == h,/2. Multiplions l'équation (23) par r et intégrons-la 
sur rentre & et h, el sur @ entre Om — À v/2 el Pm + ky/2. En tenant 
compte de la condilion (24) et en passant à la limite pour e —> O0, on 
obtient 


Pmthp/2 
Ô 
hr | — (hr, p) dp +- 
Om hy/2 
h, 
1 du /. key ôu f. ho \ 
+ [5 (7 Pat) 5e (r Pme) | dr + 
0 
h, PnThe/2 
Fa ( r dr Î f(r, œ)dp=0. (27) 
0 Om lp/2 


En approchant maintenant chaque intégrale de (27) par la formule 
des a centraux, on dE 


hrhy 2 2 (hr, Pm) +2[ (+ » Pm + 5 >) (à » Pm— =)]|+ 


HI (2, Om) 0. 


Pour obtenir l'équation discrète au nœud (0,5 k,, pm) remplaçons les 
dérivées qui figurent dans cette expression respectivement par les 
différences 


h rhçUr (os Pm) + 2h (ro, Pm) Le T3 = f (lo; Pm) — 0, 


1 
Ur (ros Pm) = 7 19 (ro + hrs Pam) — 4 (ro, Pm)l. 


D'où il vient par division par 0,5k?h 


2 4 
7 Ÿr (ro; Pm) + 25 Vo (ro Pm) = — f(Tos Pm) Pour ro==hr/2. 
T r 
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En portant ici k, -: 2r, el comme pif (r,) =r, — h/2 = h,, on 
obtient l'équation 


1 
a PEU + Voor — f(r, p) pour ræro=h/2. (28) 


On a donc construit l’approximalion de l’équalion (23) en tous les 
nœuds du réseau Q. A noter que l’équalion (28) découle en fail de 
l'équation (26) si l’on pose dans la dernière r =: h,/2, 

* En effet comme 


1 
Â;y = gs (Py=), (pCr y, — — Py>) 


r==hr/2 = r—hr/2 


et que p (h,/2) —0, on peut considérer que l'équation (26) est donnée 
en tous les nœuds (Tns Pm) du réseau Q pour n >0eL0Lm< 
< M — 1. Introduisons la notation suivante: 


L L(pv-), pour r7#2/2, 
Ne (29) 
pH pour r= h,/2 (n — 0). 


Donc, compte tenu des formules (26), (28), (29) l’approximation de 
l'équation (23) sur tout le réseau Q2 s’écril 


Ay= Ayo —f(r, @), (r, )EQ. (30) 


Calculons l'erreur d’approximation de l'équation discrète (30). 
Il est évident que 


1 1 ô?u he, Fu 
Au = FE oo 72 0 P=V TE ER 


où 


Fu 0 _ 
FR = LE "api u (9, r), PETPm-1s Pm+1}- 


Détaillons le calcul de l’erreur d'approximation de l'opérateur A, 
Développons u(t1r) suivant les puissances de k, 


u (Tr “+ Ar, Pin) —=Uu (Tn+1: Pm) Fe 


ue h? Ou , h3 du hi ôîu 
=(u+h ôr +5 T6 3 he 2& ri ? 


u en — hr, Pm) = U (rn, Om) = 


u h? o?u h? d3u hi ou 
= (uk ü t 2 7 6 0" ) =rn 24 ôrt ? 
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ou 
Er êtu _ 
on — on dr4 (Es Pm) » rn E[rn: nh); 
Bu du _ 
àr1 TT gr L (ra, Pm)» ru Elrn-t ra]. 
Jl s'ensuit que 
êu 1 o?u 1,9 Ou h3 ôlu 
mp, AH hi — À —— 
1 ôr + 2 k or? + 6 kr Ôr3 ) | 24 ôrt ? 
ou 1h ô?u h2 ô3u h3 ET 
=(— hr +5 hs + ôrt 


Commo p{r,)=rn—0,ohr, pi = p(rnys) =rn 41 0,6h,, on abtient 
ô ôu 


r)+ 


ru, 1 Fu , 1 ou 
++ + 06e) + (r— 0,58) 7 |, 


de sorlo que 


1 1 
Au= — L (pu); he (ptriou, — pu) For 


Le Un Pm) = (Ar, qu + fhrer,, P=0m sa 
h? du 5 EL 0, 5 TE h2 ET 
| r + hr Ou : | & du 
T=T 


ET ôrs de na ôr4 ETS (51) 
Pour r=r—=0,5h,, on obtient 


h : 
Lu, puisque pttin=h,. 
rhr 


4 
= ———— (: Îr) — 
À,u — Fe p Ur 


En portant ici 


u, | ( du Oh, Ô?'u h? du ) h? 04u 
er C4 Cod mme nl C2 mm cv det ne —— me 
r Ir0,5hr ôr 2 ôr? 6 Ôr3 }r-—0,5hr 24 Ôr4 


Ô ôu h? Ou h3 ô1u 
ds ( (re) ++ âr3 je LE: 24 ôr4 ? 


on obtient 


14 6 h? ou \ h? Ou 
Le (- êr (r2 êr 7) Fr 6r ôr3 ee. NET 24r ôrà ‘ 

On remarquera que dans le développement (31), on n'a nulle 
part utilisé la condition (24), de sorte que (31) resto valable pour Je 
cas également où la condition (24) est violée. Bion plus, si les équa- 
tions (30) sont données, et que l’on fasse abstraction de leurs procédés 
de construction pour r = 0,5 h,, on ne se sert pas explicitement de la 
condition (24). C’est pourquoi on peul avoir l’impression que (30) 
approche l'équation (23) sans la condition (24), ce qui bien entendu 
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n’est pas le cas. Si l’on s'affranchit de la condition (24), la solution de 
l'équalion (23) pour r = 0 admettra une singularité qui dans le meil- 
leur des cas Sora du type In ({/r). En porlant une telle solution 
dans (31), on constate que pour r = O (h,) 


dr, p) — (9) (A/R), 


i.e. il n’y a en fail pas d’approximation. Si l’on suppose que la con- 
dition (24) est remplie, cella nous garanlit que pour r = 0 la solution 
est non seulement bornée mais elle est aussi suffisamment différen- 
tiable (pourvu que le second membre f (r, @) le soit). 

Etudions l'erreur d'approximation (31) dans l'hypothèse que la 
solution de l'équation (1) admet. des dérivées quatrièmes bornées en 
les variables cartésiennes x,, x.. Ceci n’est possible que si est remplie 
la condition (24). Assurons-nous que les dérivées par rapport à r et @ 
sont des combinaisons linéaires des dérivées par rapport à x, et 2», 
à coefficients bornés. À ces fins exprimons les dérivées par rapport 
à r et @ au moyen des dérivées par rapport à x, et x,. Comme x, — 


. do ro . 
= r COS @, 22 == 7 Sin @, + = COS P, + — SIN et que 


Oz: + D RE 

0% — -— SIN P= — Lo, Up. OS Pr 
il vient 

ou ou 

De 0 +2 sin @s 


du __ d?u 9 2 
Ge GE COS? p +- _ T— sin 2 + < sin? ®, 


On remarque que les dérivées du/ôr° et ou s'expriment linéai- 
rement en fonction des dérivées du même ordre par rapport à x; el Za 
et que les cocfficients sont bornés. Donc, ces dérivées sont bornées : 


_ £<M, ES = const > 0. (32) 
De façon analogue 
= 2 + : 
t-on, ds 


AS 0 lon 
Il est évident que d"u/dç", k > 1, est un polynôme de degré k en 
2, et æ,, dont les coefficients en Tes termes de degré ñn <<. k sont des 
dérivées du même ordre n par rapport à x, %, ou x, et x,, et sans ter- 
me libre. Ce qui entraîne 
d 
rM, | es 


ou 
| 9 4 


J\ 


<rM, (33) 
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où M sont des constantes positives. En portant dans (31) les majora- 
tions (32) et (33), on obtient 


pr, 9 =0 ( 


Donc, l'équation discrète (30) approche l'équation différentielle (23), 
si seulement est remplic la condition (24). 

5. Approximalion de l'équation de Poisson en coordonnées cy- 
lindriques. Si l'on intègre l'équation de Poisson sur un cylindre 
circulaire fini ou sur un tube, il semble naturel d'approcher cette 
équation sur un réseau en coordonnées cylindriques. En coordonnées 
cylindriques l'équation de Poisson s'écrit 


(34) 


h2+- hé 
r | F 


__ 1 9 ou 1 du Ou | = 
de (re) or ge da —/ 0 92), (85) 
où r= Var, tgp-=re/t,, 2—23 où 


9? 
Aogu + = —f(r, 4, 2). 


L'équaiion de Poisson en coordonnées cylindriques (35) est la même 
qu’en coordonnées polaires au terme d°u/ôz° près. On peut encore se 
Servir des réseaux w, et «y et introduire sur la variable z un réseau 
régulier de pas k,:0, — {21 = kh, | k — 0,-H1,+2,...,h, > 0}. 
Le réseau Q sur lequel nous aurons à approcher l’équation (35) s'écrit 


G — Or X OS X @, — {ra Pm Zn) | Pm € Oops Pn € Or Th È @; }- 
Metions l'opérateur de Laplace A,,, u sous forme de la somme 
Aou =- Lu + Lou + Lu, 


ôu 
) , Lou . 


êr. 


14 du 
Tr? ôg? ? 


ô?u 
02? * 


L,u = 


Sur le réseau Q les opérateurs Z, et L, peuvent être approchés de la 
même façon qu’en coordonnées polaires (cf. (29) et (25)), quant à 
l'opérateur L, il sera approché par l'opérateur discret simple 
ô?v 


A,v a PR L,v au + 


L'approximation discrète de l'équation (35) peut s'écrire 


Ay TT A;y + Aoy + Ay = —f (7, p, 2), (r, p, 2) € Q, (36) 
où À,et Â% sont définis par les formules (29) et (25). 
L'erreur d’approximation du schéma (36) vaut 
D Au + f= pr, 9 + Au, 
Où ro = Arû + Au + f est représenté sous la forme (31) et 
A,u = L,u + O (hi). 
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Les précédentes majorations des dérivées par rapport à r et œ 
sont valables ici également. C’est pourquoi 


p=O (LT ee de +7). (37) 


6. Approximation de no de Poisson en coordonnées sphé- 
riques. Si l’on intègre l'équation de Poisson sur une sphère, une 
couronne sphérique, un secteur sphérique ou sur un autre domaine 
qui s'applique sur un parallélépipède par passage aux coordonnées 
sphériques, il semble naturel d'approcher cette équation cn lesdites 
coordonnées. L’équation de Poisson s'écrit alors 


141 9 ôu Â du 
Ar qou = AS ôr tee re + 
{ 
Train 0 #0 AOUE 8 7) — (r, @, 0), (38) 
où 
r=—Vx?+-x?+ x}, 0 — arccos À, tg p= + 


quant à l’espace Ox:x,x;, par passage aux coordonnées sphériques, 
il se transforme en le parallélépipède semi-infini 


{0Lr<o,0<Lp<27,, 0OLO< r}. 
Ü est commode, pour la suite, d'introduire les notations 


1 9 > OU * _ 1 o?u 
ET (r %) ER r2sin20 04 ? 


1 Ô : ou 
Leu TT 2sin0 90 (sin 0) ; Ap,0o=L,+Lo+ Lo 


et d'écrire (38) sous la forme 
Lu + Lu + Lu = —f(r, p, 0). (38"} 
Pour réseau sur la variable @ on peut encore se servir de &. 


Mais sur r on aura plus intérêt à utiliser un réseau régulier de 
pas h, translaté d’un pas à droite: 


o, = {n=n+Dh,,;n=0,1,2,...,h,> 0}. 
Sur la variable 8 il cest plus commode de prend re un réseau régu- 
lier, translaté d'un domi-pas, à droite de l'extrémité gauche de 


l'intervalle [0, x], et d’un demi-pas, à gauche de l'extrémité droite 
de ce même intervalle: 


op = 0; — (i + 0,5) ho, à == 0, 1, 2, ..., 1 — 1, ho = nl}. 
En définitive le parallélépipède -est tramé du réseau 
De Or X Op + Op — {ra Pm: 0), Tn € Or, Pr € © pr 0; € Op}: 
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L'opérateur Z,, admel l'approximation évidente (au nœud 
(ras Pms 6;)) 
| 0?v 
AQu = r'sin20 02 * 


(39) 


1 
2 Asnre Vie Lab = 

L'opérateur L, en tant qu’opératcur à cocfficients variables peut 
être approché par la méthode du bilan (cf. $ 3, chap. [T) à l’aide de 
l'expression (6) $ 3, chap. II. Ce qui donne 

1 14 à ôb 
A,v ST (EU=}r Se L,v = 7 5r (r2 —) , (40) 
où p=pétr)=m in er(r—h),r>h,; Lorsque r — k, l'ex- 
pression (40) s'écrit 
Ave pétinn,, pt er (pr HR) 22, (40") 
r 
puisque p (k,) = 0. On considérera formellement que c’est l’appro- 
ximalion de l'opérateur Z,v pour r = h,. 

L'opérateur La, v cst également un opérateur à coefficients varia- 
bles et l’usage de la méthode du bilan avec 0  0,5h9 et 0 --= x — 
— 0,5h4 et la relation (9) du $ 3, chap. JT nous conduit à l'opéra- 
tour A4 qui approche l'opérateur La: 

= 1 Ô | Ô 
(sin 0y5)o — Lov :- (sin 6 T | , (41) 


Nev = r?sin0 46 


ré sin 6 
où 0 = 0, = 6; — 0,5h9 = iho. : 

Comme 6 — O pour 6 = O,5hg (i == 0), 604 = (8 — 0,5h9) +- 
+ ho = n pour 0 = x — 0,5h,, écrivons les oxpressions de As 
pour 0 = 0,5h9 et 0 = x — 0,5h,: 


sin (+1) =. 
were Vo pour 0--0,5%0, (D = A), 
sin Ô = 
Agv = TT horZsin Ü 76 pour 0 —=ñ—0,5ho, (0 =T— he), 


Prenons ces cxpressions pour approximalion discrète de l’opé- 
rateur L, pour 6 = 0,54, et 60 = x — 0,5k5, i.e. on utilisera la 
formule (41) dans tous les nœuds du réseau œg (et Q). 

Nous avons donc obtenu l’approximation discrète suivante sur 
le réseau Q de l'équation (38); 


Ay = À,y + Aoÿ + Aoy = —f(r, p, 0), (r, p, 0) Q, (42) 


où les opérateurs AÀ,, A, et À, se définissent par les formules (40), 
(40”), (39) et (41). 

Passons au calcul de l’erreur d'approximation affectant le schéma 
discret (42): 


= Au + f= A,u + Au + Aou +/f(r, p, 0), (43) 
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où w est solution de l’équation différentielle (38). Développons A,u, 
Açu et Au respectivement suivant les puissances de k,, k, et ho. 


Comme 
u, = (++ no 4 hr onu 
ro Ôr 2 ôr? 6 ôr3 T=TA , dr , (44) 
- = ( Ou _ He Du à h, . h}  Giu 
r | ôr 2 ôr 6 O0r3 }rrn 24 ôrt ? 
où 
EL ou ea 
Gi = ln Elfns Tnhl 
àr1 ûri Les * n n1 ’ 
Fu oiu = 
dr ‘Or | 29 rn Elrn-1 rl, 


—— 
—_— 


et p=ær(r—h,), pin e(r+h,)r, on obtient 


1 1 +1 
A,u = TT (pU=), = hr (pt r ue, — Qu) = 


“La 5e +2 ((04 he) + (1). 65 


r 


Pour A,;u on a la représentation évidente 
pue 

À hé Gâu 
rsin2Q 12 ôré ? 


Aou = Lou + (46) 


Ju ou 
dpi 5, 94 p=. Pm € [Pr-1 Pm+1]- 


Considérons maintenant l'expression 


1 _. 1 = à 
Sn = e rs es e° (+1) _… e s 
Aou eo (sin Ou; )o FFT sm 0 [sin Ou — sin Ou]. 


En portant ici les expressions de u, et u; déduites par les formules 
(44) et en faisant quelques transformations évidentes, on obtient 


Aou = Lou + { — 2 (1 —<Ète) ) 


r2sin 6 ho 00 
__ 2sin?(he/4) du , 6 sin(he/2) cos0 du F 
r2 90? 3 he r2sin£ 603 


h Te = 
+5 . | sin (0 + 0,5ha) _ + sin (8— 0,5ho) x | } . (47) 
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En portant (45), (46) et (47) dans (43), on obtient le développement 
de l'erreur d’ approximation 4 suivant les puissances de k,, h, 
et ho. Pour estimer l’ordre de 4 par rapport à h,,h, et he il est néces- 
saire d'estimer les dérivées par rapport à r, @ et @ figurant dans 
l'expression de ‘. 

Supposons que la solution de l'équation (1) (ou (38)) possède 
des dérivées quatrièmes bornées par rapport aux coordonnées car- 
tésiennes 21, Zo, da. De x, = r sin 0 cos @, x, = r sin 6 sin @, x; — 
rcos 6, on déduit 

0x 

Ôr 


Ôxzs3 ORx; _ 
0? de 6, ôrk 0, 
ki A, i=1,2:3. 
Les dérivées d*u/ôr*, k = 1, 2, 3, 4 sont des combinaisons linéaires 
des dérivées de u d'ordre j < 4 par rapport à x,, x, et xs, dont les 
coefficients dépendent de ôx;/0r, i = 1,2, 3. Elles sont donc bornées : 


dAu 


0x : : 
L=sinOcosp, —2=sin6sinp, 


Eee Su EM, + <M', 
où M et M’ sont des constantes posilives. On a par ailleurs 
= —rsin sin p = —%, FE =rsin 0 cos p=21, 


En calculant les dérivées 
2 
du Ou  Ox; 
0 m2 Oz; 0 ? 
i=1 


2 
DE = _S o?u Ox; 0x) ôu Oz; 
0x; Ox; 02; ôp  ôp <J Ôôxr; 2? 

4=1 


etc ; 
4, 7=1 

on constate que 
a 

êAu 
et * 2) Pj;(ti, Ta u), 
j=1 

où P;(x1, t,; u) est un polynôme homogène en zx,, x, de degré 
i> {et de coefficients proportionnels aux j-ièmes dérivées de la 
action u par rapport à x, et x.. Donc la dérivée d{u/dof est pro- 


portionnelle à r sin 6. Les dérivées d*u/0xi 0%", sk, i, à —1, 
2, 3, k—1, 2, 3, 4 étant bornées, on aura 
Es ohu 


ET < Mr sin0, M = const >0. 
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>: 


Passons maintenant à l'estimation des dérivées 6"u/00", k — 
—1, 2, 3, 4: 


3 
ou ON ôu Ôx; 
68 0x; 00 ? 
i=1 
9? : 22 4 Ôx : E) 92 
= > PARU Ti Er N- . etc. 
002 ôx1 0x; 00 60 + 0x; 002 
Comme 
41 + cosBcosp, 2 --rcosGsinc 
50 — Pr 70 P 
Ôx3 . d?r4 û 
06 —rsin6, ge — —/sinb0cosp= —, 
to Org Ozs  Ôxs 
90 Va 5  —Ÿ3 5 — 00 ? 
etc., on a 
a! k 
tu 
nn hihi P; 0; u), k=—1, 2, 3, 4, 


= 1 
où P;(r; p, 8; u) est un polynôrac homogène en r de degré j à coef- 
ficients bornés dépendant de æ, 0 ct des j-ièmes dérivées do la fonc- 
tion w par rapport aux variables x,, 2,, x; Donc, quel que soit 
k >> 1, les dérivées d"u/0r" sont proportionnelles à r ct 
ôhu 
Ka 


Finalement on oblient l’estimalion suivante de l’erreur d’appro- 
ximation (43): 

h? h2 + h? 

p== 0 (+ (] p 


r r sin 


<Mr, M=const>0, k--1,2, 3, 4. 


h2  hB+RE 
as r sin 0 le 


?° 


| ou ISA | 
où M =: const >> 0. 


$ 2. Position des problèmes aux limites discrets 
pour l'équation de Poisson dans le cas 
de conditions aux limites de Dirichlet 


Au $ 1 nous avons examiné les plus simples approximations dis- 
crètes de l’équation de Poisson en coordonnées cartésiennes, polai- 
res, cylindriques et sphériques. 

Passons maintenant à la formulation des problèmes respectifs 
discrets de Dirichlet. A ces fins il faut se donner les conditions aux 
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limites aux nœuds frontière du réseau, et dans le cas de frontière 
curviligne composer les équations discrètes aux nœuds du réseau 
proches de la frontière. Dans ce paragraphe on sc propose d'étudier 
la position des problèmes aux limites discrets. 

1. Problème discret de Dirichlet pour le rectangle. Soit donné 


sur le plan Ox;x, un domaine borné G de frontière T. DansG=GUT 
on considère le problème de Dirichlet pour l’équation de Poisson : 
on demande de trouver dans G uno solution continue uw (x) de l’équa- 
tion 


Au= —f{r),rz = (rm, 2) €6G, (1) 
qui vérifie les conditions aux limites 
u—=g£g (x), L— (t1, T3) cr, (2) 


où (x) et g (x) sont des fonctions données. 
Avant d'approcher lo problème (1), (2) par un problème discrel, 
il faut introduire un réseau dans le domaine G. Pour construire un 


réseau dans G il faudra tenir compte du caractère spécifique de sa 
frontière. On s’arrangera pour introduire un réseau sur lequel on 
éprouvera le moins de difficultés à approcher le problème (1), (2). 
Si, par exemple, le domaine G est rectangulaire et de côtés parallè- 
les aux axes de coordonnées 


G — {x = (mn, Lo) da Ta Las à = 1, 2}, 


il faut accorder la longueur des pas h, et h, du réseau rectangulaire 
régulier avec celle des côtés du rectangle (b, — a,) et (b, — a). 
Plus exactement, on a intérêt à supposer que 


hi = (D — UN, h, = (b; — a)/No, (3) 


où N, >0et N, > 0 sont des entiers. Alors pour réseau dans C on 
peut prendre l’ensemble de points suivant 


mer = (atn, af) [6e = ao +iohar 0 Lie LS Nas 1, 2% (4) 
L'ensemble 
© = {2110 Li Ni, 0 Lis No} 
est l'ensemble des nœuds intériours du réseau &, l’ensemble 
y=oNoz {ri (rfi, 2G9)[i —<0, Ni, 
0Li<N, et 0OLu<N;, is =0, No} 


celui des nœuds frontière. 


Le réseau © a ceci de particulier qu’il est régulier dans chacune 
des directions x, et x, et sa frontière y est située sur celle du rectan- 
gle G. Si nous avions refusé de choisir spécialement les pas (3), nous 


8—0372 
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aurions eu à nous accommoder soit de l’irrégularité du réseau dans G 
soit de la non-appartenance de la frontière y ou de l’une de ses par- 
ties à la frontière l du rectangle G. La première circonstance n’est 
pas très commode dans l’approximation de l'équation (1), La seconde, 
dans l’approximation de la condition aux limites (2). 
Nous avons donc construit dans G un réseau sur lequel on peut 
approcher l’équation (1), (2) de la manière suivante: 
Ay=—f@), z= (x, &) eo (5) 
y = & 2), TZ = (% TZ) CE Y: (6) 
où À est un opéraicur discret construit sur un stencil de cinq points: 
1 1 
Ay = Yi + fe, — F3 (yt+11) = 2y —— yt- 11) L FE (yt+12 _ 2y + yt= 12), 
(7) 
Une autre approximation du problème (1), (2) est possible sur 
le réseau w, en l'occurrence 
A'y=—-p{@), zEeo, (8) 
y = g (x), + € (9) 
où À’ est un opérateur construit sur un stencil de neuf points défini 
par la formule (6) du $ 1, ï.e. 


; h?+-h2 
A'y= Ay+ EE AA (40) 


OU 
| he +R 
A'y== Vire as Vxoxo + 19 Viixsxone 


où Acy = y ra = 4,12, et œ (x) est défini par la formule (7) 
ou (7°) du $ 1. 

Si les côtés (b, — a,) et (b, — a,) sont commensurables, alors 
on peut tramer G d’un réseau carré do pas k, de sorte que sa frontière 
+ appartiendra de nouveau à l'. Sur un tel réseau on peut approcher 
le problème (1), (2) par le problème 


A'y== Ay + AA — —p{x), TE | 
y== 8 (x) TE 


où À’ est défini par la formule (10) pour h, = h, — h et œ@ (x) par 
l'expression (8) du $ 1. 

2, Domaine à frontière curviligne. On n’a pas intérêt toutefois 
à choisir un réseau rectangulaire si le domaine G est un cercle. Dans 
ce cas il est plus naturel de passer aux coordonnées polaires et tra- 
mer G d’un réseau polaire, Supposons que G est un cercle de rayon R 


(11) 
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centré en l’origine des coordonnées 

C= fr = (x, 2) | 2f + 25 << R?}. 
En coordonnées polaires l'équation (1) s'écrit 
1 9 ôu 1 du 
Ay,qu =— (re )+ <= Liu + Lou —f(r, ). (12) 
Dans le paragraphe précédent on a discuté du meilleur choix du 
réseau pour approcher l'équation (12). On a vu qu'il était préfé- 
rablo d’exclure le point r — 0 du nombre de nœuds et de disposer 
à une distance 0,5h,, où h, est le pas du réseau sur r les plus proches 
nœuds de ce point. Pour faciliter l’approximation des conditions 


aux limites pour r = RÀ, il faut choisir le réseau dans G do la forme 
suivante : 
© = (rs Em) ['n = (nm +0,5)h,}, n—0,1,2,...,N A,N, 
r = RUN +05), Pn = My 
m=0,1,..., M—1,h, = 21M)}. 
L'ensemble des points intérieurs du réseau © est 
o = {(rr, Pr) EG ,n=0,1,..,, N—1,m = 0, 1,2,... 
+. M — 1}, 


quant aux nœuds fronLière, ils appartiennent à l’ensemble y — O\ © 
et ont pour coordonnées (R, p,), m =: 0, 1, 2,..., M — 1. Sur 
ce réseau lo problème (1), (2) est approché par le problème suivant : 


Ay = À ,y+ Acy + —j(r, P)s (r, p) Ew, 
y, @) y(r, p+2n), (r, p)Ew; (13) 
y=g(p), (r, p)EY, 
où l'opérateur A est défini par les formules (29), (30) du $ 1. 
Considérons cncore deux exemples de domaines dans lesquels 
le réseau doit êtro spécialement choisi. 
Soit G un triangle rectangle dont les côtés de l’angle droit de 
longueur a, > 0 et a, > 0 sont portés par les axes de coordonnées : 


G={r=(r Ta)[0< TX < Gi, 0<m<—- +@} 


désignons par T la frontière du triangle, 
Divisons chaque côté de l'angle droit en un même nombro NW 
de partics égales en posant 


où V est un entier. Dans le domaine G formons le réseau © avec les 
points de concours des droites 2, — il, &, = Bh,, où à, i, = 0, 


Éd 
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1, 2,... Avec un tel choix dé k, ct h, les droites x, = i,h, el 
zx, = hi, coupent l'hypothénuse aux mêmes points qui sont les 
nœuds frontière du réseau. Le réscau obtenu est dit accordé. 1) est 
régulicr dans chaque direction. Désignons par «© l’ensemble de tous 


les nœuds du réseau dans le domaine G — G[JT 
& = {x; == (ha, lolo) € G| O<i, NW. 
lo EN — ù, Lys do -z 0, 4. .. N}; 


soil © = {x; — (ih,, ih) CGI0<u <N, i, <N — ii} l'en- 
scmble des nœuds intérieurs el 


p=ONo—= rl, iohe)CT, 0, N, io N—i} 


celui des nœuds frontière. 

En tous les nœuds intériours de ce réseau on peut écrire le schéma 
de cinq poinis Ay — Vaux, F Vasx, = —f (x), où A est défini par la 
formule (7), et donner sur la fronLière la fonction g (x) en supposant 
que y — g(x) pour x € y. Finale- 
ment nous arrivons à un problème 
du type (5), (6). 

Supposons que lo domaine G est 
un triangle curviligne 


G= fr = (x, x) | x > 0, 
œ — L, 2; Le < F (r)}, 


où } (x,) est une fonction continue. 
monotone décroissante el 


—o0 <Z F7 (x) <0. 


Fig. 8 Il est clair que les côtés curvili- 

gues de ce triangle sont de longueur 

a = F1(0), où F-!(x,) est la fonction inverse de F(x), et 

as = F (0) respectivement. Si l'on tente d'introduire dans G un réscau 

régulier sur chaque axe, en supposant par exemple que h, — 

= FL(OYN, = a {N,, h, = F'(OYN, = al N;,, il peut arriver que 

Les droites x; — i,h. coupent la courbe x, — F (x;) en certains points, 

et les droites x, — i,h, en d’autres, j.e. on peut so trouver dans 
la situation de la figure 8. 

Si l'on suppose que le réseau est régulicr dans G, sa frontière 
ne sera pas entièrement contenue dans la frontière l' du domaine 
inilial, ce qui aura pour effet de compliquer l’approximation des 
conditions aux limites. Si pour frontière y on prend les points d'’inter- 
section des droites avec la frontière l', le réseau w sera irrégulier 
au voisinage du tronçon curviligne de T'. 

Si les domaines sont de la forme indiquée on aura parfois inté- 
rêt à considérer un réseau irrégulier accordé. En se donnant par 
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cxemplo un réseau régulier de pas À,== F1 (0)/N le long de l’axe x,, 
choisissons un réseau le long de l'axe x, en supposant que 
TO) = F'AXUN ÉD, 2) CN — io) a, ü = 0, 1, 2, ..., N. 


Le réseau construit est représenté sur la figure 9. Tous les nœuds 
frontière du réseau sont situés sur la froutière du triangle çcurviligne. 
Le réseau est accordé. Ses pas sur x, sont donnés par 


hf) _ 2629 Ge 1) _ F (x{— #2) . F (x 12 + D) A 
= f" CAL 2 0%) k,=-0 (ha), 0<I<1, i.e. ho — 0 7) . 


Sur le réseau obtenu le problème (1), (2) peut être approché par 
le schéma (5), (6), où À est un opérateur ordinaire construit sur un 
stenci]l de cinq points, défini par 
la formule (22), $ 1. 72 

3. Domaine de forme quelcon- 
que. Supposons maintenant 


que Ja frontière T du domaine G 

est une courbe dilférentiable par | 

morceaux de formo assez géné- 

rale. Dans ce cas il est difficile 

de faire une quelconque recom- 

mandation générale quant au hi * 


choix d’un réscau spécial. Pour . 
obtenir Je réseau «œ (G) dans ÿ F0) 
lo domaine G — G{J l' donnons- Fig. 9 
nous sur le plan Ox,x, un réseau 
régulier rectangulaire Q constitué des points d'interscction des deux 
familles de droites parallèles 2, = üh; x, —ih;, à, i, = 0, 
+1, H2,..., ; les points x; == (201), 449) = (ihr, i,h,) sont les 
nœuds du réseau Q. S'agissant de l'approximation de l'équation 
(1) sur un stencil do cinq points, on dira que les nœuds x -= (x,, x.) 
ct z’ — (x, x:) sont voisins *) si 

et 


7 + 1 ou fu—ül|+{iè—àl=1, 
OÙ Lo = élus La —= ide & = 1, 2, de sorte que | i, — à | == 


ou 0. Soit © == {x — (ih, ih,) € G} l'ensemble do tous les nœuds 
z = (ik, ih,) contenus à l’intérieur du domaine G; nous les appel- 


lerons nœuds intérieurs du réseau @ (G). On dira qu'un nœud inté- 


Lo — Lo 
he 


*) La notion de nœud voisin dépend essentiellement de la forme do l'équa- 
tion à approcher, ou plus exactement de la forme du stencil sur lequel elle sera 
Appcaes La définition des nœuds voisins que nous avons donnéo est relative 
à l’approximation de l'équation (1) sur un stencil de cinq points en « croix » 
composé des nœuds (x, Ze); (t1 — hi, to), (21 4- hs To), (z1te — ho):(t1s To + ho). 
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rjour x; € © est régulier si les quatre nœuds voisins qui forment 
avec lui un stencil en « croix » de cinq points apparticnnent à G. 


Désignons par © l’ensemble des points intérieurs réguliers. Si l’un 


au moins des quatre nœuds voisins de x, n'appartient pas à G (i.e. 
appartient à à G ou à F), on dira que c’est un nœud intérieur irrégulier 


du réseau &. Désignons par 6 l'ensemble des nœuds intérieurs irré- 
guliers, de sorte que © U @ — ©. Appelons les points d’intersection 


Fig. 10 


tière l du domaine G nœuds frontière et désignons l’ensemble de ces 


nœuds par y. Donc dans G on a construit le réseau w — © [Jy cons- 
Litué des nœuds intérieurs & et des nœuds frontière y (fig. 10). 
Soit à résoudre le problème discret qui approche le problème 


(1), (2) sur le réseau ©. A ces fins il est nécessaire d'approcher l'équa- 


tion. (1) et la condition aux limites (2) sur le réseau w. On approchera 
l'équation (1) par l'équation (5) sur uu stencil de cinq points en 


C 
« croix» de l’ensemble des nœuds intérieurs réguliers ©. Aux nœuds 
frontière y on so donne la valeur de la fonction cherchée 
= g(x) pour x € Y. 


_? * * 
Reste à écrire l’approximation aux nœuds irréguliers o. 
On distinguera trois. cas: 
1. Une simple translation ou une interpolation d'ordre zéro. Dans 


* 
le problème aux limites discret les nœuds « sont considérés comme 
* 
des nœuds frontière et la condition sur © est donnée par l'expression 


y =g@), z60, (44) 


5 2] POSITION DES PROBLÈMES AUX LIMITES DISCRETS 119 


où x E y est le nœud le plus proche de x. L'expression (14) pout être 
interprétée comme une interpolation d'ordre zéro. Il est aisé de voir 


* 

que l'erreur qui affecte la solution cherchée aux nœuds w est 
Ô (1% D. 

2. Une interpolation du premier ordre. L'ensomble des nœuds 
est de nouveau considéré comme un ensemble frontière, mais la 
condition aux limites pour le problème discret est donnée par une 
: interpolation du premier ordre sur l’un des axes (x, ou x,). Par 
exemple, dans le cas représenté sur la figure 11, la valeur de la 
fonction cherchée au nœud © est déterminée par une interpolation 
linéaire sur l’axe x, sur les nœuds 3 et 7, i.e, 

__hiys+hiys 15 
D Oh+h (2) 

{on vérifie que l'erreur d'approximation de l'expression (15) est 
O(IR F). 

Remarque. Parfois on aura intérêt à considérer que les 

* Q 
nœuds « sont intérieurs. Dans ce cas on considércra quo l'expression 
(15), mise préalablement sous la forme 
1 [y y Yo — y 

Ao= ge ( ne =) = 0, (16) 
est une approximation de l'équation (1). Il est évident que l'erreur 
d'approximation de l'équation (1) par l'expression (16) est © (1). 
Dans cette interprétation des nœuds & il semble plus naturel de 
remplacer (16) par l'expression 


À fys— Yo  Yo—us Ya —2Yo—+ Va 
Aa ere es à SL 


dont l’erreur d'approximation est également © (1) (cf. (20)). Actuel- 
lement on n'utilise pratiquement pas la translation simple et l'in- 
terpolation du premier ordre. 

3. Une approximation de l'équation sur un réseau irrégulier. 


Les nœuds & sont considérés comme des nœuds intérieurs, et l’équa- 
tion (1) est approchée sur un stencil de cinq points en « croix » 
d'un réseau irrégulier. L'un des éventuels stencils irréguliers est 
représenté sur la figure 11. Le nœud 3 est frontière, les nœuds 1, 2, 
4 intérieurs. Donc, 


_ = { 
one (RP) Ge Dot nd — fes (18 
hj —= 0,5 (ha + hi). 


Dans le cas général, il peut s’avérer que les nœuds 2-11) (ou at+11)), 
at+11) (ou 11) soient frontière. L’'équation de Poisson est alors 
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approchée sur un stoncil de cinq points irrégulier en « croix » en 
vertu de 


A*y = Afy + Ajy pour x€ &, 


où 


1 - 1 
1 fut'e y ne yy æ si 2 to € 
Ra ka he V 
Noy = Y= o — Ha) y ee (19) 


( 
aa 1 [y | : 43 
— | —————  — "© | ,six" « à 
D ka y 


hs = 0,5(h, +hx), hx3 est la distance de x au nœud frontière 
a ® € y ou zt11® € y. En un nœud irrégulier l'erreur d'approxima- 
tion * —A*u — Lu csi visiblement 
du premier ordre relativement à |A |, 
puisque 

Aru — Liu = O (h,) = 0 (h). 


4. Deuxième procédé d'approxima- 
tion de l'équation en un nœud irrégu- 
lier sur un réseau irrégulier (schéma 
conservalif). Si l’on étudio un opéra- 
tour discrel confondu avec Ay — 


= Van, aux nœuds réguliers x € w 


_ xx 
Boys — pe À Pre : 
ct avec A*y — ot Vr,<, AUX nœids 
. k 
Fig. 11. irréguliers x € &, comme un opéra- 


; teur dans l’espace des fonctions discrè- 
tes dôlinies sur w et nulles sur y, on constate que cet opérateur perd 
parfois certaines des propriétés importantes propres à l'opérateur 
différentiel Lu — Au: autoconjugaison, signe défini. Ceci cst dû 
au procédé d’approximation de l'opérateur de Laplace aux nœuds 
irréguliers. En modifiant cette approximation, on obtient un opé- 
ratour discret autoconjugué et de signe défini pour le problème de 


Dirichlet sur le réseau ©. J1 suffit de poser 


Aty= Afy + A5y, Afy= — f(x) pour zx € à, 


(+1,) (—-1.) 
1 yo —; —y 
RE ira.) : PA lo) €, 


ha ha hé 
he. 2: o 
ay — 1 (+16) OR D (20) 
1 {y y Y—Y 2 Ho) € 
Ra RE La Li 
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La distinction formelle entre les opérateurs (19) ct (20) tient au 
facteur 1/%, dans (19) et au facteur 1/h, dans (20). L'espace 7 de 
fonctions discrètes, définies sur w et nulles sur y est muni du produit 
scalaire 
(y; v)== ) y(x), (x) haha. 
*EO 

La propriété d’autoconjugaison de l’opérateur discret, mentionnée 
plus haut, traduit le fait que la matrice du système d'équations 
algébriques linéaires (équations discrètes) cn le vecteur inconnu Ÿ 
(fonction discrèto y (x), x E w) est symétrique. Ceci nous permet 
d'utiliser, pour trouver y — y (x), des méthodes d'’ilération rapide- 
ment convergentes, élaborées pour les équations Ay — f à matrice 
symétriquo À. C’est pourquoi on préférera la dernière méthode (20) 
d’approximation de l'équation Au == --f aux nœuds non intérieurs 
irréguliers x € w. 

Ainsi lo problème discret de Dirichlet pour l’équation de Poisson 
se pose de la façon suivante: 


AY = Yi À Ye, = —/(x) aux nœuds réguliers x € &, 
ÂAty = —ÿf(x) aux nœuds irréguliers x € w, (21} 
y == g (x) aux nœuds frontière x € y, 


où A* est défini par l'expression (20). 

Si A* cost défini par la formule (19), on représentera le problème 
correspondant comme le problème (21). 

Si y est solulion du problème (21), z, solution du problème (1), 
(2), l’erreur z (x) — y (x) — u (x) vérilient les conditions 


Az= —"#ÿ(x) pour x Eu, A*z=1p"(x) pour zE0, 
(22) 
z(x)==0 pour æ € v, 


où (x) — Au + f, D — Au + j. 

Si la fonction u == u (x) possède dans G des dérivées bornées jus- 
qu'au quatrième ordre, i.e. uw C G1(G), l'erreur d’approximation 
du schéma conservatif autoconjugué (21) est 14 (x) = O (1 h{°), 
Ÿ* (x) = 0 (1). Malgré l’abaissement du degré d’approximation 
(en comparaison avec le schéma (19)), on montrera au $ 4 qu'aux 
nœuds intérieurs irréguliers, le schéma conservatif (21) possède 
unc deuxième ordre de précision dans une métrique uniforme. 
L'étude de la convergence et du degré de précision du schéma discret 
(21) se ramène à l’estimation de la solution z du problème (22) au 
moyen des seconds membres 4 el 4*. La solution du problème (22) 
sera eslimée au $ 4. Ces estimations sont basées sur le principe du 
maximum pour les équations discrètes. 
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$ 3. Principe du maximum 


Dans ce paragraphe on se propose d'étudier une classe d'équations 
discrètes pour lesquelles a lieu le principe du maximum. Dans 
cette classe entrent la plupart des principales approximations dis- 
crèles des problèmes aux limites pour équations elliptiques du second 
ordre sans dérivées mixtes. Le principe du maximum permet d'établir 
la solubilité d'un problème discret et dans nombro de cas d'estimer 
à priori sa solution. 

1. Equations discrètes générales. Soit ( un ensemble fini de 
points (nœuds) x — (x, Z,, . . ., Zn) d'un espace euclidien (réseau) 
de dimension p. Supposons qu’en chaque point x € Q est défini le 
stencil M (x) Q, i.e. un sous-ensemble de points x € Q. Désignons 
par M'=WM(x) {x} le voisinago du point x. i.e. l’ensemble de tous 
les nœuds du stencil MW (x) à l'exclusion du nœud z. Considérons 


l'équation 
Sy(x) = F(x, +xEQ, (1) 


où y (x) est la fonction cherchée, F (x) une fonction discrète donnée 
{le second membre de l'équation), et S, un opérateur linéaire défini 
par la formule 


Sv(x) = A (x) v(x)— 2e PU E) v (E), (2) 


dont les coefficients À (x) el B (x, £) sont des fonctions discrètes 
de xCQet EE Q données. 
On supposera que les coefficients À et B vérilient les conditions 


A(x)>0, B(x, 8) >0, VrCQ ot VECM" (x), É 
D(næA()— à  B(a, E)>0. 


Soit x un nœud du réseau Q. Deux cas sont possibles : a) le voisi- 
nage M’ (x) de ce nœud est un ensemble vide, b) le voisinage M’ (x) 
contient au moins un nœud Ë € Q. 

Si le voisinage M’ (x) du nœud x est un ensemble vide, l'équation 
(1) s'écrit pour x = x: 


A(x)y (x) = Fr où y) =g() (g= FIA) 


On appellera tout point tel que x nœud frontière, les points dont 
le voisinage contiendra au moins un point seront appelés nœuds 
intérieurs *). Désignons par y l’ensemble de tous les nœuds frontière 
et par & l’ensemble de tous les nœuds intérieurs du réseau Q, de 
sorte quo w|] y = Q. 


*) Ces notions de nœuds intérieur et frontière dépendent visiblement de la 
{oi me de l'opérateur S, i.e. du stencil M (x), x € Q. 
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En présence de points frontière le problème (1) s'énonce comme 
suit: trouver la solution de l'équation 


Sy (x) = F (x) avec x E w, (4) 
qui vérifie la condition aux limites 
y(x) = g(rx) avec x €, (5) 


où F (x) et g (x) sont des fonclions données. C’est le premier pro- 
blème aux limites sur le réseau Q. 
Voyons à titre d'exemple le problème (5), (6) du $ 2 dans un 


rectangle. Il est aisé de transcrire l'équation discrète Ay = y>, + 


ns ER — f(x) sous la forme 


1 1 1 1 n 
2 (-r+7) DORE PEN RE 
= f(x), zEw, y(x)=g(x), ze. 


Une comparaison avec (4) montre qu'ici À (x) — 2 (5 + à) > 0, 
1 2 


B (x,£) = 1/h? ou 1/hè, F'(x) = f(x), D (x) = 0. 

Dans le deuxième et le troisième problème aux limites pour 
équations elliptiques discrètes (dans Le cas simple pour l'équation 
discrète de Poisson), la frontière n'existe pas au sens défini plus 
haut. Les nœuds situés sur la frontière l' du domaine G se distinguent 
par le fait que le stencil y est plus petil qu'aux nœuds intérieurs 
du réseau. S'agissant par exemple du troisième problème aux limites 
pour l'équation de Poisson, on a D (x) > 0 aux nœuds x € FT et 
D (x) = 0 aux autres nœuds. 


Introduisons la notion de réseau connexe. Soient x et x deux 
nœuds quelconques du réseau, non simullanément silués sur la 
frontière; pour fixer les idées on supposera que x n’appartient pas 
à la frontière y, i.e. x Eo. Le réseau Q est connexe si quels que soient 
z Ew, æEQ on peut exhiber une suite de nœuds 24,, æs, : ., Xm 


telle que tout nœud appartiendra au voisinage du nœud précédent, 
plus exactement 


x CM" (x), zC M" (Xi); ….) Tm EM (Tm-1); (6) 


z CM” (zm)- 
Dans la suite on ne considérera que des réseaux © et des sous- 
réseaux Q' connexes. 
Remarque 1. Îl est évident que s'agissant des réseaux con- 
nexes Q, l’ensemble des nœuds intérieurs wo forme également un 
réseau connexe, et de plus on a la relation 
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Posons 
= |} M(x) 
xe{’ 
où Q” est un sous-domaine connexe quelconque de (2. 
2. Principe du maximum. 
Théorème 1 (principe du maximum). Soit Q un réseau, 
S un opérateur défini sur Q par (2). Supposons que Q est un domaine 
connexe el que Q°" © (2 est un sous-réseau connexe de Q sur lequel les 
coefficients de l'opéraieur S vérifient les conditions (3). Si une fonc- 
tion discrète y (x) définie sur Q n'esl pas constante sur 
Q'= UM(x) SR et Sy(x) KO (Sy(x) >0) 
xEQ" 
lorsque x € Q”, alors y(x) ne peut prendre sa valeur maximale positive 
(resp. minimale négalive) sur Q 
Démonstration. 1. Soil 
Sy (x) < 0. (7) 


Supposons qu’il existe un nœud x € Q’ en lequel y (x) prend sa plus 
grande valeur posilive: 


y (x) = max y (x) > 0. (8) 
x” 


On aura alors en ce nœud 


POEPIOrODE CTI 
ÉETR" (x) 


=D(iy(s+ DZ B(x 8) (y(x)—7y(E). (9) 
£ETN' (x) 


Le premier terme du second membre de (9) est négatif en vertu des 
conditions (3): D (x) 0 et de l'hypothèse (8): y (x) >0. En 
vertu de la même hypothèse y (x) > y (£), ct de l’une des conditions 
(3) B (x, €) >> 0. Donc les autres termes du second membre de (9) 
ne pouvent pas être négalifs. Et 


Sy(2)>0. 
Deux cas se présentent donc: ou 
Sy(x) > 0, (10) 
ou 
Sy (® =0. (11) 


L'assertion (10) ne peul pas être vraie puisqu'elle contredit la condi- 
tion (7) du théorème. I1 s'ensuit que soit l'hypothèse (8) est fausse el 
le théorème est démontré, soit de (10) et (11) c’est (11) qui est vraie. 
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Voyons la dernière évenlualité. Les relations (8), (9) el la condition 
(3) entraînent que lorsque D (x) > 0, l'assertion (11) ne peut pas 
être vraie et donc soit l’hypothèse (8) est fausse et le théorème cst 
démontré, soil D (x) — 0. Supposons que D (x) — 0. Les relations 
(8), (9) entraînent 


y(E)=y(x), ÉEM'(x). (12) 
Comme par hypothèse y (x) = const pour x € Q”, il cxiste un nœud 
x € À tel que y (x) < y (x). En vertu de la connexilé do Q’ on peut 
exhiber une suite de nœuds zx, æo, . . ., Æm (2; E Q') qui vérifie 


les conditions (6). En vertu de (12) y (x) — y (x). Sans perdre en 
généralilé on pout admettre que 


y (tm) = y) =... = y (tm) = ÿ (&), 
puisque si l’on avait pu prolonger celte chaîne d'égalités jusqu'à 
un Mo, 1<LMo LM, pour x on aurail pu prendre Zm,41: 
Calculons 


Sy (Zm) = D (LT) y (Em) + à B (tm) Ë) (y (Em) — y (ED > 
EM (xm) 


ZB (ms 2) (y (Em) — y ((2)) =: B (tm, &) (y (x) — y (2)) > 0. 

Celte assertion contredit la condition (7) du théorème, donc l’hy- 
pothèse (8) est fausse, La premièro assertion du théorème est dé- 
montrée. 

2. Si Sy(x) > 0, il suffit de reraplacer y(x) par (—y (x)) 
(S (—y) < 0) et de reprendre les raisonnements précédents. Le 
théorème 1 est démontré. 

3. Corollaires du principe du maximum. 

Cotollaire f. Si Sy (x) < 0 (Sy (x) > 0) sur Q et qu'il 
existe au moins un nœud x, du réseau Q en lequel 


D (x) > 0, 2€ 9, (13) 
alors y (x) < 0 (y (x) > 0) sur Q. 
Démonstration. Supposons que Sy (x) < 0. Si y (x) = 


î 
= const lorsque x € Q, alors le calcul de Ja valeur de Sy (x) en 
z = y donne 


Sy (to) = D (&o) y (to) TA. B (ter &) (y (0) — y (®)) = D (0) y (50) < 0. 


D'où, en vertu de (13), il s'ensuit que y (x) = y (ro) < 0. Si au 
contraire y (x) 3 consl pour x € f2, alors y (x) SO en vertu du 
principe du maximum (pour Q° — Q). 

| La deuxième assertion du théorème se démontre de façon ana- 
oguc, 
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Remarque 2. Si le réseau Q contient des points frontière, 
la condition (13) est automatiquement réalisée pour x € y. 

Corollairo 2. Supposons que l'opérateur S vérifie sur 
les conditions (3) et (13). Le problème (1), (2) possède alors une solution 
unique. 

Pour démontrer l'existence et l’unicité de la solution 
du problème (1), (2) sous les hypothèses faites, il suffit de s'assurer 
que sur 2 le problème homogène Sy (x) = 0 (dans le cas du premier 
problème aux limites Sy (x) — 0 sur © et y (x) — 0 sur y) possède 
uniquoment la solution triviale. Le corollaire 1 entraîne ensuite que 
soit y (x) < 0 soit y (x) > 0 sur Q, puisquo l'égalité Sy (x) = 0 
esL valable « dans les deux cas. Ces deux conüitions ne sont compa- 
tibles que lorsque y (x) = 0 sur Q. 

4. Théorème de comparaison et estimations à priori. En utilisant 
le corollairo 4 du principe du maximum, on s'assure qu’est vrai 
l'important 

Théorème 2 (théorèmo de comparaison). Soit y (x) une 
solution du problème (1)-(3), (13) et ÿ (x) une solution du même problème 
mais avec F (x) pour second membre. La condition | F (x) | << F(x) 
sur ( entraine 


[y(x)| <y (x) sur 2. 
Démonstration. En veriu du corollaire 1 la fonction 
ÿ (x) > 0 sur Q. Ajoutons ot soustrayons les équations Sy = F et 
Sÿ = F: 

S(y+y)=F(x)+F(22>0, S(y—-y)=F(x)—F(2)>0. 

Le corollaire 1 entraîne que ÿ (x) + y (x) > 0 et y (x) — y (x) > 0 
ou —ÿ (2) < y (x) < Y (x), |y (x) | LY (x) sur Q, c.q.i.d. 
emarque re agissant du premier problème aux limites 
(4) le théorème de comparaison veut dire que les conditions 
LFG)I&F(@)sure, [g(x)<£g(z)sury 
entraînent que | y (x) | ÿ (x) sur Q@, où ÿ (x) est solution du pro- 
blèmo Sy = F sur w, y = g sur Ÿ. 

Donc la solution du problème (1), (2) ne peut être estimée us au 
moyen de la fonction rt majorante y (x) qui vérifie l° équation Sy y = F (x) 
à second membre À (x) > | F (x) |, par exemple F (x) = |F (x) | 
ou À (x) = || 7 (x) Ile, etc. Dans le paragraphe suivant on cherchera 
une fonction majorante y (x) pour le problème discret de Dirichlot. 

Le théorème de comparaison permet d'estimer immédiatement 
la solution du premier problème aux limites (4), (5) dans le cas 
d'une équation homogène. 

Corollaire 3. La solution du. problème 

Sy = 0 sur w, y — g(x) sur y 
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est telle que 
max | (y (a) SR FACE 


Démonstration. Supposons que ÿ (x) est solution du 
problème Sÿ = 0 sur &, ÿ=£g—|g (x) | sur y. 
En vertu du Lhéorème de comparaison, on à |y (x) 1 << y (x). 
Si g (x) = const sur y, et y = const sur Q, alors max y (x) — max g 
et l'inégaliLé (14) est valable. Si au contraire ÿ (x) &£ const sur Q, 
le principe du maximum entraîne pour Q” = w que la fonction ÿ (x) > 
> 0 ne peut pas atteindre son maximum sur @ et par conséquent 
y (x) < max g, d'où il s'ensuit l'inégalité (44). 
héorème 3. Si D (x) > 0 sur Q, alors la solution y (x) du 
problème (1), (2), (3) est telle que 
max |y (+) |<max LE. (15) 
Démonstration. Supposons que ÿ (x) est solution du 
problème Sÿ — |F (x)| sur Q et par conséquent que | y (x)1 << ÿ (x). 
La fonction ÿ (x) > 0 prend sa valeur maximale on un nœud x: 
ÿ (x) = max ÿ (x) > 0. En ce nœud l'équation (1) s'écrit 


Da D _ Br, E)(y(æ)—y (6) —|F()l. 


EMR"(x) 
Comme y(x)>y(E), alors D(x)y(x)<FI(x)| et 


= ve [FOI 

y (x) vo De D@ : 

De là et de la condition |y x | L Y (x) découle le théorème. 
Théordme 4. Supposons que réseau Q est divisé en deux 

sous-réseaux disjoints et non vides, Q" et Q'’, dont l’un, Q’ est connexe. 

Si F (x) =0 sur Q' et sur Q" F (10, D (x) >> 0, alors la solution 

y (x) du problème (1), (2), (3) est ielle que 


max | y (x) | max 2er : (16) 
xeQ xeo D) ( 


Démonstration. Considérons la fonction majorante ÿ (x), 
solution de la même équation ({) avec pour second membre F (x) — 
% |l (x) > 0 (Sÿ = 0 sur Q’, Sÿ = F (x) sur &”). Comme Q”Z 
Æ © et D (x) > 0 sur Q”, en vertu du corollairo 2 les fonctions 
y (x) ot y (x) existent et sont uniques. Le corollaire 1 entraîne que 


ÿ (x) 0 sur Q et le théorème de comparaison, y G@<Y ÿ (x) sur Q. 
Estimons ÿ (x). Des équations en ÿ (x) il s'ensuit que soit 


y (x) = const => 0 sur Q?, soit (en vertu du principe du maximum) 
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PE oO 


ÿ (x) ne peut pas prendre son maximum sur Q’, Dans lo second cas 
max y (2) < max y (x). (17) 


Comme Q° et Q” sont des ensembles non vides et Q” ot Q des réseaux 
connexes, i] vient que Q° N} Q”° - , d'où il résulte que l'inégalité 
(17) a lieu dans le premier cas également. 

Estimons le second membre do (17). Supposons que max 7 (x) 
est alleint au nœud x, € Q”. En ce nœud on aura alors 


F (to) = D (x) y (o) + 8. ; B (To: à) (y (%o) me y (E)>D (Xo) y (to) 


puisque y (to) >y(E). Il s'ensuit que 
max y (x) = y (x) <F (x0)/D (to), 
max | y (2) [&max([F(&)1/ (0), 
c.q.f.d. 


$ 4. Estimations à priori ct estimations 
de la vitesse de convergence du problème discret 
de Dirichlet pour l’équation de Poisson 


Dans co paragraphe on se sert du principe du maximum pour 
obtenir des majorations à priori pour la solution des schémas discrets 
examinés au $ 2, et des estimations de la vitesse de convergence de 


ces schémas. 
1. Estimations à priori pour le premier problème aux limites. 
Considérons le premier problème aux limites général: 


Sy (x) — F(x) pour x E 6, (1) 
y (x) = g (x) pour æEY. 
où 
Sy(x)=A(z)y(x)— À B(x, E)y®, (2) 
BEM" (x) 
et 
A(x)>0, Biz, #)>0, D(x)=A(:)— >} B(xE2>0. (3) 
EN” (x) 


° * ° 
Théorème 1. Supposons que w = © w, où w est un réseau 


connexe et D (x) > 0 sur &, D (x) > 0 sur o. Le problème (1), (2) 
admet alors une solution et une seule telle que 


max | y (x) mere) Ge [U (x) |+ max | TE 


» (4) 
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où U(x) est une fonction majorante, solution du problème 
SU(x)=F (x), x€o, U(x)2>0, ze, | e 
) 

F(x)>1|F(x)| pour xEw ct F(x)>0 pour x ED. 


Démonstration 1. En vertu du principe du maximum 
le problème homogène Sy = O0 pour x E w, y (x) — 0 pour x € y 
ne possède que la solution triviale (cf. corollaire 2). Donc le problè- 
mo (1), (2) possède unc solution et une seule. 


2. Ecrivons la solution du problème (1) sous la forme d’une 
somme de trois termes : y (x) -- y Pen où ” (x), i =1,2,3, 
sont définis par les conditions 

1 1 
Sy=0, xEw, y(x)=g(x) pour rEy, 
2 à 2 2 
Sy = F(x), xEw, Sy =0, zE0 et y—0 pour rEy, 


3 ‘ 3 o J 
Sy =0, xEw, Sy—=F(x), zEœ et y =0 pour re. 
Le corollaire 3 du $ 3 entraîne 


max [y (2) 1 max | (2) (6) 


xCo 


2 
Estimons la fonction y (x) au moyon de la fonction maujorante U (x) 
définie par les conditions (5). Le théorème 2 du $ 3 entraîne 


MOTO) et max | y (2) 1<mex | U (a) (7) 
xEG@ 
Comme & est un domaine connexe et D (x) > 0 pour € à, on 
3 
peut appliquer lo théorème 4 du $ 3 à l'estimation de y (x) 


max (e) 1 mexl FE À (8) 


2 3 
3. Compte tenu de l'inégalité [y (x)|< Ly ()|+1y(x)|+ly(x)| 
ct des estimations (6), (7) et (8), il vient l'inégalité (4). 

De (4) il découle que la construction de la fonction majorantle 
est un problème à parl. Au pt. 3 la fonclion U (x) sera construite 
pour l'équation de Poisson. 

2. Ecriture en forme canonique du problème de Dirichlet discret 
pour l'équation de Poisson. Pour appliquer le théorème précédent, 
il faut mettre les équations discrètes pour le problème de Dirichlet 
sous la forme (f). 


9—0372 


130 SCHÉMAS DISCRETS POUR L'ÉQUATION DE POISSON (CH. II 
Au $ 2, dans le cas d’un domaine de forme générale, on à énoncé 
le problème de Dirichlet discret comme suit: 


Ay=yst+uan= —/(#) pour xEo, 


Ay= Aty+ Aîy = — f(x) pour zEb, (8) 
y =g(x) pour xEY, 
où AGy a été défini au moyen de la formule (20) du $ 2: 
RAD ee ne md at lo 
, ha ka hE V: 
Aëy = (419) (-1,) 
ss (ht), io cy 
ka ha x ; 
où *g est la distance de 2€ à attlo) ou at7 lu), 
2 
Î 
Ÿ 4 
h, 2 h, 
Î 
4 
Fig. 12 Fig. 13 
Par ailleurs on a étudié le schéma suivant : 
AY = Yan F Vioxe = — T @), ro, 
A'y= ty Ay= — f(x), zE0, 
(10) 


y(x)=g(x), xEy, 
à 1 
AGy he (x, — ÿz ) 7x he == 0,5 (Ro + h@). 


Aux nœuds réguliers x CE, l'équation Ay = — f à été mise sous 
la forme (fig. 12): 


2 (+ Vo = pe Gas) +7 (Ua Ve) + fo zE0. (11) 
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Aux nœuds irréguliers ZE on à relativement au schéma (9) (fig. 13): 
hi+hŸ | hot ht 1 1 1 1 
He + ee }vo= ei tr Ho x TT 8 (12) 
si at 19 Cv et at+12) € +. 
Si par exemple at-i1€y et xtti2 4% alors au lieu de (12) on 
obtient (fig. 14,4) 


#k 


hi+h 2 1 1 4 
ne +5) Vo r Vi tr Wet) + ot 82. 
1 


1] 2h$ 


D'où A(x)>0, B(x,t)>0 et De) = + 


pour at-19 €, a(F12 Cv, D(a)= 4e, at- 19 €. 
l 


On obtient des formules analogues pour D(x) dans les cas où 


Fig. ‘14 


at-19€y, a(12€% (fig. 14,0), etc., ainsi que dans le cas du 
schéma (10). Il est aisé de remarquer que dans tous ces cas 


D (x) > 1/4, où h — max (h,, k.) pour x € à. (13) 


Si x € w et tous les nœuds £ € M’ (x) sont intériours, alors D (x) = 0. 
Si au contraire x € w est un nœud intérieur régulier, l'un au moins 
de ses nœuds voisins tombe sur la frontière, i.e. (tt) € y ou att19) € + 
lorsque D (x) > 0. Donc 


D (x) >0 pour € 0. (14) 

3. Estimation de l'erreur du problème. Fonction majorante. 
Soient y — y (x) la solution du problème (9) ou (10), u — u (x) 
celle du problème initial (1) du $ 2. Soit z (x) — y — u l'erreur d'ap- 
proximation de la solution. En portant y — z ++ u dans (9) on obtient 
O* 
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los conditions suivantes en 2: 
' *. 
Az —w(x), xEo, A"z= —%" (x), xEw, z=0, xEy. (15) 
Ce problème peut être mis sous la forme 


Sz — Ÿÿ pour x E w, Sz -— %* pour x, z == 0, pour xE€ y. (15°) 


Construisons la fonction majorante UÙ (x) pour le problème 
2 


2 
z=0 pour ærE. 
Supposons que l’origine des coordonnées (0, 0) est contonu dans le 
domaine G, et que R est le rayon du plus petit cercle centré en 0 
et renfermant G. Posons 


U(a)=(Rè— 52), (47) 


© 2 * 
= r æEew, Sz—0 r : 
Ÿd pou € pour x€Co | 416) 


où Æ est une constante positive que nous préciserons plus tard. 
Si z—= (x, 2) EG alors U (x) > 0. Comme E + h) — xÀ — 
— 2(x, + 0,5h4) ha, alors CR = 9, (CHER = 0 et (A, + 
+ A) (xi + x) = 4, ie. AU = —K pour 6. 


Aux nœuds irréguliers zC, on a rolalivement au schéma (9) 
pour 2-1), 2(+12 C% ou bien æt+f1), xt-19 €, etc. 


: EPL EL AUS 1 
A'U -- — K | AR + RTE.) —XK, >=. 


Si seul 2-19 € y, alors 


A'U = —k (495 ++), k = - ++ >+. 


Donc AU = —4K, x >+ pour 2E0. En comparant les équations 
SU=K, xEw; SU=uX, X>—, zE0 ; U(:)20, xE€Yy 
avec les équations (16), on remarque que À —max|#ÿ(x)|. Alors 

xEO 
2 
U(x)>12(x)|. 
On a donc 
R? R? 
SU (2) ST A = À max | Ÿ (a) |. 
xEw 


Comme D(r)>0 pour t1E& et D(x)>1/»? pour xE® en appli- 
quant le théorème 1, on obtient la majoration suivante pour la 
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EE 


solution du problème (15): 
max | z (2) | = max |y (2) —u (x) [ST max | (x) | RE max |" (x) | 
@ oO © * 
A] o 


(18) 
D'où il s'ensuit le 
Théorème 2. Si la solution du problème (1), (2) du $2u(x)€ 
€ C4 (G), les solutions des problèmes discrets (9) et (10) convergent 
uniformément à la vilesse O (| h |?): 
max|y(r)—u(2)]<MIRP, 
XEO 


où M = const > 0 ne dépend pas de ha, hs, | h | — h? + hi. 

4. Schémas d'ordre supéricur de précision. Considérons lo schéma 
(8), (9) du $ 2 avec l'erreur O(|k|%). Il est défini sur le stencil de 
neuf points en «tiroir », représenté sur 


la fig. 15, et s'écrit 7 2 6 
, hi + hè 
Â y = (Ai + A2) y+ 12 Aa FE 
= — (x), xEw, 


19 
y= g(x) pour xEY, p(x) — a: L 


= + 5 (REA + Auf), 


où &© est un réseau sur Île rectangle 8% 
(O0 << za < la, à = 1, 2}, Auy = UPPEPE 
a ==1, 2 (dans ce cas tous les nœuds 
intérieurs sont réguliers). 

Ecrivons l'équation A'y = —( Sous la forme canonique Sy = 
Sd p (x), où Sy — — À y. En remplaçant A;y et Asy par leurs 
expressions, on obtient (cf. fig. 15) *) 


s(atm)rO-+ (EE) v4e»+ 
( 


Fig. 45 


(A | 


À 1 { > 
+2 (57) GO) +v (6 +7 (0 +v 8). 
En comparant avec ({), on constate que 
pps tie 
A (57457) > 0 
B LL 1 
CD = (+) > 0 E25, 6, 7,8; 


*) Le stencil n’est constitué que de 7 nœuds pour, —1/5 het h, = V5. 
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1 5) 1 
B (x, ë) 5 (5-7) >0, Et, 3; 
1 5 1 
| ho A 
ASS VS. (20) 


Lebprincipe du maximum est applicable au schéma (19) moyennant 
la condition (20) : il est évident que D (x) = 0 pour x € w et D (x) — 
= À (x) =: 1 pour x €y. La fonction majorante U (x) peut être 
prise sous la forme 


U (a) (+ E—ai—r), 0SriSla 1, 2. 


Comme A,A,U = 0 il vient AU — AU — —K. On peut donc 
poser À — max hh (x) |. Le domaine G étant rectangulaire et le 
En 


réseau @ régulier en zx, et x,, tous les nœuds intérieurs du réseau 
sont réguliers. On a l'estimation suivante 


2 .L 72 
AE max | (x) |. 
o 


OKU (x) < 


Finalement on s'assure que pour l'erreur z (x) — y (x) — u (x) 
du schéma (19) on a la majoration 


max | y (æ)— u (2) | SE max | p (x) |. (21) 


Si la solution du problème initial w (x) € C‘® (G), le schéma (19) 
converge uniformément à la vitesse O (|A [*) (i.e. possède un qua- 
trième degré de précision) sous la condition (20). 

La condition (20) est automatiquement remplie sur le réseau 
carré k, — hk3 — h. La majoration (21) peut donc être utilisée pour le 
schéma (8), (9) du $ 1, qui diffère de (19) sculement par l'expression 
de @ (x). De (21) il résulte que ce schéma converge uniformément à la 
vitesse O (hf) (est du sixième ordre de précision) si w (x) € C'® (G). 

b. Schémas pour équation en coordonnées polaires et cylindriques. 
Revenons maintenant au problème (13) du $ 2. 


Ay+Aey= —f(r, 9h (r, pEo, 
ylr, ph=yt(r, p+2x), (r, JE, y=g(e), (r, p)Ey, (22) 


== 1 1 
À,y= Fa (PY:)r p=r— 0,5h,, Aoy = F Yo 


(la frontière y est composée de nœuds (A, px). 
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Le schéma (22) approche le problème de Dirichlet pour l'équation 
de Poisson dans le cercle 0 < r < R de rayon 2: 


1 0 ou 1 6? 
Au (re) + Sur —/(r 9), 0<r<R, 0<p<2r, 
ô 
r 0 u=g(p) pour r=R, (23) 


u(r, ph=ut(r, p+2n) (0<r<R, 0Lp<2n). 


Mettons l’équation (22) sous la forme (1). Il est évident que 
T — UT Pm); M (x) . {(rn-1 Om); (rn+1: Pm)) (Ta) Pm-1)» (Ta 
Pm+1) (rm :Pm) } pour r 0,5h, etr LR, M (x) {C1 Dm): (ro 
Pr-1)s (os Pm+1)s (os Pm)} pour r = 0,5h,. 

La forme de À, et À, entraîne que les conditions (2) sont réalisées 
pour le problème (22) et de plus que D (x) — 0 en tous les nœuds inté- 
riours Z = (7n, Pin)s R << N (rh << R). Lo réseau est composé. unique- 
mont de nœuds intérieurs réguliers. En chacun de ces nœuds est 
valable l'estimation 


put Aqu+f(r, 9 =0 (PER), (24) 


établie au $ 4, si u € C'® (G). 
Composons la fonction majorante 
U(r, gp —K(R —-7r), K = const > 0, 


pour estimer la solution du problème (22) avec y |, — 0. Appliquons 
à U l'opérateur À = A, + AÀ,. Comme U ne dépend pas de œ, que 
AQU = 0 et que 


+ Ur = — 5 ((r+0,5h,) —(r—0,5%))= +, 


il vient AU = À pour æ=(r, pEw, U(R, g)==0. Exigeons 

que X >r|f(r, @)| pour tous los x=(r, @)Ew. Ceci aura lieu si 

l'on poso À —max|rf(r, @)[. De là et du théorème 1 il résulte le 
o 


Théorème 3. Le problème (22) admet une solution et une 
seule telle que 


max|y(x)|<max|g (14 AR maxrf(r, æ) |. (25) 

wo ( 

S'i la solution de l'équation différentielle u (r, @) possède quatre dérivées 

bornées par rapport à x, et x,, le schéma (22) est uniformément con- 

vergent au deuxième ordre (i.e. possède un deuxième ordre de précision). 
Démonstration. 1. Les conditions du théorème 1 sont 

remplies. On peut donc se servir de la majoration (4) et ÿ porter 


max|U|<SKR= Rmax|rf(r, p)|. 
A) © 


136 SCTIIRMAS DISCRETS POUR L'ÉQUATION DE POISSON [CH. III 


2. Pour l'approximation z—y—u on a le problème 
À,2+A92= —%, (r, p)£Eow, z=0 pour r—R, (26) 


avec une condition aux limites homogène. La majoration à priori 
(25) entraîne 


max{z(r, IS ARmax}irÿi(r, p|. (27) 


En portant ici la majoration (24) ou | r1 | — © (h? + hG), il vicnt 
max |[z|< M (h + hi), où M = const => 0 ne dépend ni de 4, 
ni do h;. Le théorème est démontré. 

Supposons que dans le cylindre circulaire (cf. $$ 4 et 2) 

G={(t, 2, t)|Ti +R, 0<Kzrs =2</|l)} 
on demande de trouver une solution de l'équation de Poisson prenant 
des valeurs données sur la surface de ce cylindre. En coordonnées 
cylindriques ce problème se pose comme suit: trouver la solution, 
bornée dans G, de l'équation 
1 à ôu 4 Ou , ou 
do (rar) rat = ft 92, (8) 
qui est périodique en et vérifie la condition aux limitos w (r, p, z)=— 
= gr, p, z) pourr=R, 0Lz<I, OL p < 2x et pour z = 0, 
[,OSr<R,0O << 2n. Introduisons dans le cylindre le schéma 
décrit au $ 1: 
O = ©} X Op X G), == {(r, p, 2)IrEw,, PE, 2€ 0,}, 

or={r=(n+0,5h,,n=0,1,2,...N,h,:RI(N+0,5)}, 

Op = {Om = May m0, 1, 2, ...,M—1,h,=91/M}, 

o,=—={z, =kh,, k==0, 1, 2, ...,7, h,=l/I}. 
La frontière y est composée des nœuds (A, Ps Zik), (rar Pms 0) Et (rh; Pr 
1). L'ensemble des nœuds intérieurs est © — & X y. Tous les nœuds sont 


réguliers, i.e. w — «w. Sur le réseau w = Q le schéma discret du 
problème (28) s'écrit 
Ay= Ary + Auy + Ay = — f(r, 9, 2), t=(r, p, 2)Eow, 
y=g(r, p,2) pour x€y, (29) 

où A,y = y, (À; + Ag) est l'opérateur du problème (22). En 
écrivant (29) sous sa forme canonique (1), on s'assure que toutes les 
conditions (2) sont réalisées, © — 9 et D (x) = 0 pour x € w. Pour 
appliquer le théorème 1 il suffit de composer une fonction majorante 
U = U (r, ®, 2). 

11] est aisé de remarquer que la fonction U — K (1è — r) peut 
être fonction majorante pour le problème (29) avec des conditions 
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aux limites homogènes. Donc Je théorème 3 cst également valable 
pour le problème de Dirichlet discret posé pour un cylindre (29). 


Dans ce cas l'erreur d’approximation 1 — ms (Ré + hf, + hf) et pour 
l'approximation z == y — x on a la majoralion 
max|y—u|<M (h°+ hè+ hi), 
O 


où M — const >> 0 ne dépend pas des pas du réseau. Donc Île réseau 
(29) admet un deuxième ordre de précision. 
6. Problème de Dirichlet discret pour l'équation de Poisson en: 


coordonnées sphériques. Supposons que sur la boule C — 
CITE É, ts) | x + 2 + t; < R?} on demande de trouver une 
solution de l’équation de Poisson prenant des valeurs données sur la 
sphère. En coordonnées sphériques, ce problème s'énonce comme 


suit : trouver dans G la ‘solution continue de l’équation 


1.6 ôu 1 du 1 8 f. à ôu 
door (73e) + ane og + rame 26 (sin 03) = 


= —f(r, p, 6) pour 0<r<AR, 0Sp<L2r, 0OLOLn, (30) 
qui vérifie la condition aux limites 
u (r, , 8) — g(®, 8) pour r = R, (30"y 
les contraintes 


ou 
or 


et la condition de périodicité en 
u (r, p, 8) — ur, p, + 2x, 8), 0<mp<2x.  (30”} 


On a composé un schéma discret pour ce problème aux $$ 1, 2. 
Introduisons le réseau 


r?—— == 0 pour r—0; sin 0 À — 0 pour 86—0,x  (30”} 


© = ©, X Op X @g = {(r, p 8) |rE &,, pE wy, 0 E we}, 
où w,4 Sont définis plus haut, et 
o, = fr =(n+1h,,n =0,1,2, ...,N —1, h, = RIN}, 
Do = {0;= (i + 0,5) ho, i = 0, 1, ..., 1 — 1, ho = x/1}. 
La frontière y du réseau est composée des nœuds (R, », 8;) 
Y = CR, Pmr 01)] (Dm O5) € Dy X e}. 

L'ensemble des nœuds intérieurs est 

o = y= {tr p OIr< Rip, 0) E we X oo). 
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Sur le réseau w = Q, le schéma discret pour le problème (30) s'écrit 


Ay= A,y+ Agy+ Aoy= —f(r, p; 0), z=(r, @, 6)Eu, | 1) 
y=—g(p, 6) pour ri, y(r, p, 8) =y(r, p+2x, 0), 


où A = À,+ A, + AÂo est défini par les formules (39), (40), (41) 
du $ 1. Récrivons-les sous la forme: 


Ary = (py:), p=r(r—h,), r=(n+1)h,, n=0,1,..., N—1, 


_ 1 = — ; 
Aoy- ms (sin Oyso, 6: =6—- he =ihe, 


1 
Au = résin0 V4’ 


| CE 


de sorte que p, = 0 pour n = 0, 8, = 0 pour i = 0, 6; = x pour 
RS 

En écrivant le schéma (31) sous la forme canonique (1) pour 
Q — w, on constate que celui-ci vérifie les conditions (2) et D (x) = 0 
pour tous les x — (r,, @h, 0;) € ©. Composons la fonction majorante 


U (r, p, 8) = À (R — rsin 0), (32) 
où À — const > 0 pour le problème (31) avec la condition aux 
limites homogène y = 0 pour r = RÀ. 


Calculons (A, + A, + Ao)U = A,U + AoÛ. 
En remarquant que 


— { 1 | 2 
A,r _ _ (Pr-)r Le TR (p (+17 — p) murs TA (r (r +- k,) —— (r—h,)) = ei , 
{sin 6 (sin 8)s)o, ie — (sin 0,+40,5 (Sin 6:41 — Sin 0;) — 
20 


À ; : 4 . h . ; 
— sin 6;5(sin 6; — sin 6;)) = pe Sin — (sin 26:40,5 — Sin 205,5) = 


= À sin #2 sin ho cos 26;, 
h 2 
il vient 
AU=—F,zreow: U—=KR(1—sin8)>0, xEy, (33) 
où 


sinhpg Sin0,5hkg 
ko 0,58 


F — =. (2sin?0+%xçcos 20) > 0, x— 
Comme la fonction @(æ) — (sin «)/« est monotone décroissante pour 
0 < ax < n/2 on a l'encadrement suivant: 4 V 2/n° << x < 1 quel 
que soit kg << 1/2. En vertu du théorème de comparaison du $ 3, 
da fonction U est majorante pour la solution du problème (31) qui 
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vérilie la condition homogène y — O0 pour x = (R, p, 0)E y si 


F'(x) > | f(x) |. Cette inégalité est vérifiée pour r sin 6 F (x) — 
=Kk( sin? 6 + x (1 — 2 sin?6)) > xX >r sin 6 |f(x) |. 
Pour cela il suffit de poser 


xK =max|rsin0/f(r, ®, 0)|. 
o 


D'où l’on déduit la condition sur K 


K=-max(r sin 6f(r, p, 8)|[< pra ax 17 sin 0/ (r, p, 0)[. 


S'agissant de U (x), on a 
U(x)=U(r,, 9, 8 L<KR<L2R max frsin0f(r, w, 6) |. 
o 
En appliquant le théorème 1 au problème (31), on s'assure que: 
1) le problème (31) possède une solution et une seule telle que 
maz|y(r, p, 8)[< max |g(p, 8)| +2Rmax]rsin 0f(r, y, 6)|, (24) 
[n) dp*X 08 [A] 


2) le schéma (31) possède un deuxième ordre de précision si la 
solution uw du problème (30) en tant que fonction des variables 


cartésiennes x, &,, r, possède dans G des dérivées quatrièmes bornées : 
A | y(r, p, O)—u(r, p, 0) I<M (hi +h6 + hà), 


où M — ee > 0 ne dépend pas de k,, h,, ho. 
La première assertion découle aussitôt du théorème 1. Pour 
estimer le degré de précision, considérons le problème 


Àz = À,2 + A2 + Aoz = —"Ÿ (r, P, 6), z= (r, ®; 8) E &, 
z=0 pour æE€#. 


L'erreur d’approximation 1 a été étudiée au $ 1; on sait que 


per, g 0 (ÉTÉ) (35) 


r sin 0 
En se servant de la majoration (34), on obtient 
max|y—u|<2Rmax|rsin0-p(r, p, 0)|, (36) 
Ô o 


donc 
max{y(r, ®, 0)—u(r, @, 6)| = O0 (h;+ h$ + hô). 


Voir aussi [3], [4], [11]. 


CHAPITRE IV 


SCHÉËMAS DISCRETS POUR LES PRINCIPAUX 
PROBLÈMES AUX LIMITES 
DE LA PHYSIQUE MATHÉMATIQUE 


Dans ce paragraphe on se propose de construire les approxima- 
tions discrètes des problèmes aux limites les plus typiques posés 
pour les principales équations dé la physique mathématique. On 
traitera les problèmes aux limites pour des équations du second 
ordre, pour un système d'équations de Lamé et pour une équation 
biharmonique. 


$ 1. Problèmes aux limites 
pour équations du second ordre 


Nous étudierons dans ce paragraphe la position des principaux 
problèmes aux limites des équations différentielles du second ordre 
ot indiquerons certaines conditions de conjugaison. 

1. Equations du second ordre. On rappelle que la plus simple 
équation elliptique du second ordre est l'équation de Laplace 
Au =- O0, qui, en dimension deux, s'écril 


0? 0? 
Au= er + = 0. (1) 


An $ 1 chap. I on a montré que l'équation de Laplace servait à 
décrire, par exemple, la loi de la distribution stationnaire de la 
température dans un milieu isotrope homogène ne contenant pas de 
sources intérieurcs, la diffusion établie et de nombreux autres pro- 
cessus physiques. 

Si le milieu conticnt des sources intérieures, les processus indi- 
qués sont décrits par l'équation de Poisson 


Au = —f (x), TL — (x, Lo, Ta) 


où la fonction j (x) représente la densité de distribution des sources. 

Si la densité de distribution des sources ne dépend pas de la 
variable x,, on a vu au $ 1 du chap. I que dans de nombreux cas la 
solution cherchée ne dépend pas de x, et l'équation de Poisson peut 
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alors être mise sous la forme 


ô?u o2u 


au Pet Er = —f (2), 2 = (au 2). (2) 


Dans toute la suito on supposera que la solution cherchée dépend 
uniquement des variables x,, x, et pas de la variable x, i.e. u — 
= u (x, 22). Cela signifie que le processus décrit se déroule dans 
un corps limité par une surface cylindrique dont la génératrice cst 
parallèle à l’axe Ox.,. Ceci étant on supposera que le problème est 
posé dans un domaine constitué par l'intersection de ce cylindre 
avec lo plan x, == const. 

Pour décrire les processus ayant lieu dans un milieu non homogène, 
nous aurons bosoin d'équations différentes de l’équation (2). Ainsi, 
la distribution de la température dans un milieu dont lo cocîlicient 
de conductivité À varie d'un point à l’autre, i.e. k = k (x), sera 
décrite par l'équation 


Lu = -—— 2. (ete) 2) + > A UCE- Fe)” = — f(x), z=(t, 2). ($) 


Si d’autre part la propagation de la chaleur dépend do la direction, 
i.e. le milieu est anisotrope, en choisissant dûment les variables 
indépendantes on peut mettre l'équation sous la forme 


Lu 2 (to) + ( ka(2) Re) = —f (a), (4) 


où #1 (x) est le coefficient de conductibilité thermique sur l’axo 
Ox,, et k, (x) sur l'axe Ox.. 

La densité des sources peut être uno fonction donnée du point x 
comme elle peut dépendre de la solution cherchée u (x). Si la densité 
des sources dépend linéairement de la lempérature, il fault ajouter 
au second membre de (4) la quantité g (x) u. Si la densité des sources 
dépend en plus du flux de chaleur, le second mombre de (4) prend 
{a forme suivanto: 


— (1 (2) Ar (2) + Ba (2) de (2) EE — 9 (mu + f(x) . 
En portant. cette . dans (4), on obticnt l'équation suivante 
Ze (0) +5 (le Ce) EE) + 
He) + re (2) a (a) u +f (2) =0, (5) 
où r = bik, Te = boho. 


Les équations (1) à (4) peuvent être considérées comme des cas 
particuliers do l'équation (5). 
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Parfois on aura intérêt à faire un changement de variables dans 
le but de simplifier dans la mesure du possible le domaine où l’on 
cherche la solution. Ce changement peut faire apparaître des dérivées 
mixtes dans l'équation (5). Dans les nouvelles variables (on garde 
les anciennes notations) l'équation (5) prendra la forme suivante: 


en UC ) )+ EX CCESEE ES ka (2) )+ 


He (be (2) HE) a (o) + re (0) ZE — (au f(#) = 0. (6 


L'équation (6) étant elliptique, ses coefficients #, 8 (x) constituent 
une forme quadratique définie, ie. 


| kan CE) E + (lue (2) + kon (x) 16e + Ko (2) 10 pour É +É-ÆO0. 
Ceci aura lieu si 
&kya (2) koo (x) > (io (2) + Hu (x))°. 


L'expression (6) est la forme la plus générale de l’équation ellip- 
tique linéaire de second ordre dans le plan. 

2. Conditions de conjugaison pour équations du second ordre. 
Considérons le problème de la distribution stationnaire de la chaleur 
dans deux corps isotropes en contact. Les équations qui décrivent 
la distribulion de la température dans chacun d’eux sont de la 
forme (3). Supposons qué 4, (x) et v, (x) sont le coeïficient de conduc- 
tibilité thermique et la température du premier corps, k, (x) et u, (x) 
le coefficient du conductibilité thermique ct la température du second 
corps. Si le contact entre les deux corps s'opère suivant une surface 
cylindrique $S de directrice C, et d’équation œ(x,, zx.) == 0,. les 
coefficients de conductibilité thermique 4, (x) et k, (x) seront dif- 
férents sur cette courbe. Supposons que le contact soit parfait, i.e. 
les températures et los flux de chaleur se confondent sur les surfaces 
de contact des doux corps. Ce qui se traduit par la réalisation sur 
la courbe ® (x, x,) — 0 de conditions de la forme: 


ua (r)— 1 (2) 0, DE (x) HE (0, 20, 


où rx est la normale à C. Ces conditions portent le nom de conditions 
de conjugaison. 


Si la surface de contact est un plan défini par l’équation x, — Ti, 
les conditions de conjugaison s’écrivent : 


Uo (a Lo) — U (A Xo) = 0 (8) 


he (a, Lo) —— ka TE (Gi La) = _.. 
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Dans la suite les valeurs de la température des deux corps seront. 
notées par la même lettre uw, et les coefficients de conductibilité 
thermique par la même lettre k. L'ensemble de ces deux corps pourra 
alors être considéré comme un seul, mais avec un coefficient de: 
conductibilité thermique discontinu. Il est plus commode d'écrire les: 
conditions de conjugaison (8) sous la forme: 


(7 (+ 0, Lo) — LU (t—0, Le) = [ul _e == 0, 


du ,° ou ,° ou (8) 
bn Gite) (0, a) [ke], =0. 
Où T=: (TZ, T2). 
Les conditions de conjugaison (9) ne sont pas les seules conditions 
que l’on puisse donner sur la surface de contact des corps. Examinons 
un autre modèle de contact. Supposons qu'une couche faiblement 


Fig. 16 


conductrice ait été intercalée entre deux corps plans de coefficient 
de conductibililé thermique # (x). On supposera que le contact est 
parfait entre les corps et la couche. Supposons, pour la simplicité, 
que les surfaces de contact sont planes et d'équation x, = Oetz, — 6. 
Découpons mentalement dans le corps obtenu un prisme de section 
(fig. 16) 
={—A, <Lzr <6+A,, O< 2, < A}. 
En vertu de (3) et (9) il vient 
(é ôu ) ou 
ar) (6e) = -1 pour — << zx <O0, (10) 
<a <Ô+ A, 0<r< A, 


2 
(5 e)=—f pour 0<r <ô, 02, << Ao 
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ou 
= — k — = 0 
Lu] Le 20. ALL ELA = 0, (11) 
L- x1=64 0 0x1 (xx=6-0 


où & — const cst le coefficient de conductibilité thermique de la 
couche. Intégrons la première équation sur le domaine —A, << x, < 


<< 0,0 << x, << À), la seconde sur lo domaine 0 << x, < Ti 0 << 23 < 


<< À,, où z, € (0, 6), et ajoutons les expressions obtenues. En se 
servant des conditions (11) on obtient en définitive 


A2 


ô C ô 
[ee (x, tn) —k (—A,, z3) | ÂLe SE 


A2 0 
0 Q) 
. [ dm | | FA (x a Ga :)) dx: + 
0 Ai 
un à 
Fe ee (2%) dit Î f (us %) du |—0. 
0 É — At 


Divisons cette durs par À, ot faisons tendre A, et À, vers zéro: 
en (Z: 0) —#%(0, Dj FER = (0, 0) + 
“1 


+ À (62) [e De Crus OÙ 7 (an 0) ] dei = 0. 
î - 2 


Intégrons l'expression obtenue sur 7, entre 0 et ô: 


& [u (ô, 0) —u (0, O)] —Ôk (0, 0) (0, 0) + 
ô 


Le Lu AIEE 2 (T1, 0)+ f(&s, 0) dus 0, 


puis divisons par 6 el faisons tendro € et Ô vers zéro de sorte que 
e/Ô — x — const. En délinilive on 


(12) 


# [u] b=0 = = k-—— _ 


xi=-0" 
De façon analogue on trouve la = condition de conjugaison 


(13) 


# {u] Ley=0 = ui k -—— 


_ x1=+0 * 
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(12) et (13) entraînent en particulier que sur la ligne de contact 
le flux de chaleur est continu 


ou _y, ôu 
0x1 x1=+0 Ôx: x1=-0 ? 


ot que la température est généralement discontinue. 

Les conditions do conjugaison (12), (13) peuvent être interpré- 
téos comme les conditions d’un contact imparfait. Sur leur surface 
de contact les corps possèdent des températures différentes dont 
le saut est proportionnel au flux de chaleur. 

I1 existe d’autres conditions de conjugaison pour l'équation (3). 
Distinguons parmi elles: 


[u]=0, Le ]=—a (x), zEC. (14) 


Ces conditions entraînent que sur la surface de contact, 1a tempéra- 
ture est continue et le flux de chaleur subit un saut donné. Ce qui 
veut dire que sur la surface S sont distribuées des sources con- 
centréos avec la densité « (x). 

3. Principaux problèmes aux limiles pour équations du second 
ordre. Examinons maintenant les conditions aux limites pour les 
équations du second ordre. Les conditions aux limites les plus 


simples sont les conditions de premiere espèce, i.e. los conditions 
de la forme 


u (x) = g(x) pour x € F, (15) 


où l'est la frontière du domaine G dans lequel est donnée par exemple 
l'équation (6). S'agissant du problèmo de la chaleur, les conditions 
(15) définissent la température du corps sut la surface. 

Si le flux (de chaleur) est donné sur la frontière, on obtient le 
Second problème aux limites. Si le corps est isotrope, i.o. le processus 
est décrit par l'équation (3), les conditions de seconde espèce, en 
vertu du $ 1 du chap. I, s’écrivent 


(4) 
ke = —g(x), zxer. (16) 


Ici r est la normale intérieure à la frontière l. 
Sur la frontière l'on donne souvent une condition de troisième 
espèce, i.e. une condition de la forme 


ken (u— 09) ru —g (x), TCT, (17) 


où %x (x) et uw, (x) sont des fonctions données, g (x) — x (u) us (x). 
Les conditions (17) expriment le fait que l'échange de chaleur entre 
le corps et le milieu ambiant obéit à la loi de Newion, x (x) étant 
lé coefficient d'échange thermique, uw, (x), la température du milieu 
ambiant. Les conditions aux limites de seconde espèco (16) sont 


10--0372 
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un cas particulier des conditions aux limites de troisième espèce (17) 
pour x = 0. 

Si l’on se place dans le cas de l'équation (6), l’analoguo de la 
condition (17) est la condition 


2 
% >» kap = COS (n,zo)=#u—g(z), xEF, (18) 
œ, P—1 . 
où » est la normale intérieure à la frontière l', Ou/ON, la dérivée 
Suivant la conormale, Lorsque k,, = k,, = 0 et ky = koo = k 
la condition (18) se transforme on la condition (17). 

Pour l’équation (6) ou pour l’un quelconque de ses cas particu- 
liers, on peut poser le problème à dérivéo gauche, ji.e. le problème 
consistant à chercher une solution de l’équation (6) vérifiant sur la 
frontière la condition aux limites 


ou + 
mel) 2€ (19) 


où {= (x) est un champ de directions donné tel qu'en général 
ôu/0l = OulON. 

On peut donner des conditions autres que les conditions aux 
limites classiques de première, seconde et troisième espèces sur la 
frontière l'. Nous allons maintenant déduire une condition aux 
limites qui décrit l'échange thermique du corps avec le milieu ambiant 
d'après la loi de Newion, en présence d’une pellicule fine bonne 
conductride sur la surface du corps. Pour simplifier on supposera 
que le corps est isotrope et que sa surface est plane. Supposons que la 
pellicule couvre la partie gauche de la surface du corps conducteur, 
que sa surface gauche a pour équation x, — —6 et que la surface 
droite de la pellicule et la surface gauche du corps ont pour équation 
Z, = 0. Isolons au voisinage de la frontière un prisme de section 
rectangulaire —6 << x, < À,, 0 < 3, < À,. On supposera que le 
contact est parfait entre la pellicule et le corps. En vertu de (3), 
(9) et (17) on aura 

2 2 
(See) —f(), —8<n<0, 0<m< A 


0x? EL 0x$ 


E 
(20) 
( ou Ô Ou 
a (an) tas (ha )=—/(@, 0<a <a, Os <a 
Ô 1 0 
u]=0 pour 220, ke] ed 00 (21) 
4 6 
= De = %U— 8 (x) pour T1 — — Ô), (22) 


où 1/e est le coefficient de conductibilité thermique de la pellicule. 
Intégrons chaque équation (20) sur son domaine de définition, 
additionnons les expressions oblenues et utilisons les conditions 
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de conjugaison (21) et les conditions aux limites (22). On obtient 


[ Le (As, Lo) —K (Lo) u(—6, Le) + g (x) | ÂTa +- 


A2 90 
+ [| L Le (Zis Lo) dt | FA (4 (ea, Le) ) dt + 
Ô 


+ ï Î (Zu, 9) z | Ata = 0. 
—Ô 


Divisons cette oxpression par À, et faisons tendre À, et À, vers 
de 


3 (0: 0)—x(0)u (—6, 0) + #(0)+ 
+| [+ Fe (21, 0) + f (aa, 0) | dr, = 0. 


Faisons tendre maintenant € ot Ô vers zéro de telle sorte que Ô/e — 

— g = const. En définitive on obtient la nouvelle condition aux 
limites | 
ou ou 

ke +o = Nu —g, x = 0. (23) 


Voyons quelle condition il imporio de poser au sommet d’un 
angle du corps dont les côtés sont recouverts de couches minces pas 


“6, à; 


1 
Ci 


Fig. 17 


nécessairement de même épaisseur. Supposons l'angle droit, son 
sommet à l’origine des coordonnées, ses côtés parallèles aux axes, 
et le corps situé dans le premier quadrant. Isolons au voisinage du 
sommet un rectangle —6, <x, <'A,, —6, <r, < A, (fig. 17). 


10+ 
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Ecrivons l'équation, les conditions de conjugaison et les conditions 
aux limites: 
6) ou 6) ôu 
FEA (x ) + | ——) = —}f pour 0x < A, 
OL Xo << A, 
1 / 0? 2 
sert) —f en <0, —0 << An 
OST Ai —0, <r3<0, (24) 
{u] =0, ke (+0, 29) — + —0,2)=0, Or Ax (25) 
[u] = 0, h (a, +0) + (ri, —0)=0, 0O<r<A, 
4 ôu TL, — $ 
e ému —6 le is 
ô 
(u)— gs pour 2 — 6. (26) 


Intégrons chaque équation do (24) sur son domaine de définition 
et utilisons les conditions de conjugaison (25) et les conditions aux 


limites (26): 


0 A2 
1 6) 
rs | Er (A1 Lo) dto + fr A (As; Ze) do + 
— 62 
’ 0 >; A1 9 A2 
ve ( . (tx, As) + ( ke (t1, A2) dr, — | (Hu — ga) do 
— O4 0 — 0? 
A1 A1 A2 
À (tou — ge) dr + | dx: | Î (is T2) dre = 0. 
—Ô! — 2 


— ô! 
Faisons tendre maintenant À, ct À, vers zéro, de même que &, Ô, et 
ô, mais sous réserve que Ô,/e — 6, = const, Ô,/e = o — const. 
On obtient en définitive 
ôu ou 
ze Ron 0) ZX = 0, To = 0. (27) 


$ 2. Approximations discrètes 
des équations du second ordre 


Dans ce paragraphe on se propose de construire les approxima - 
tions discrètes des équations différentielles du second ordre citées 


au $ Î 
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1. Approximations discrètes des équations à coefficients variables 
sans dérivées mixtes. Au chapitre précédent on a construit plusieurs 
schémas pour l'équation de Poisson. Ici nous allons éludier une 
équalion elliptique du second ordre plus générale par exomple, 
l'équation (4) du $ 1: 


Lu (ie) + (6 @ EE) = fa) (0 


Soit Q un réseau rectangulaire uniforme du plan Ozx;,x,. Au chapi- 
tre II on a indiqué un procédé d’approximation des opérateurs diffé- 
rontiels ordinaires du second ordre à coefficionts variables. L’opéra- 
teur Z étant la somme de deux opérateurs du même lLype, on peut 
écrire immédiatement l’approximalion de l'équation (1). Plus 
exactement 


Ay=(@yx), +(ax), = —®(&), (2) 


où les coefficients a, (x), « = 1, 2 el @ (x) peuvent être choisis par 
exemple de la sorte 


} h 
a=h(a- za) e@-h(am-t), 
p(x)= f(x), x == (T1, Lo); Li = A, To = loho. 


Avec un iel choix des coefficients l’équation discrète (2) approchera 
l'équation (1) avec une erreur O (|A |°), où |h |? — h? + hi. On 
ne change pas l’ordre de l’erreur d’approximation en choisissant les 
coefficients à, (x) de la sorte 


key (x, to) - ka (ra — h1, x 
a (x) = 3 (tr T9) a Ces t D 


ko (ti, zo) + ko (xt, za — ho) 
2 . 


(4) 


az (x) — 


Il existe d’autres procédés pour choisir &, et p.On remarquera 
qu'on se sert d’un stencil de cinq poinis en «croix» pour écrire 


l'équation discrète (2). 
Supposons maintenant que Q esl un réseau rectangulaire quelcon- 


que irrégulier 


A 4 . h ht 
) (Ce Gi —1 , œ 


L'équation (1) peut y être approchée comme suit: 
Ay= (my )2, + (@yr)s = — (x), (9) 
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OÙ de, à = 1, 2 et-@ (x) se calculent à l'aide des formules (3) ou 
(4). On rappelle que 
(+10) 
_ [a — LV 

a Ra 
L'équation (5) peut être composée, par exemple, par la méthode du 
bilan suivie d’une approximation des coefficients comme au $ 2 
du chapitre II pour une équation différentielle ordinaire. 

Calculons l'erreur d’approximation de l'équation (5) avec les 
coefficients (3): 1 — Au + ®. En vertu de (1) l’erreur d’approxima- 
tion peut être misc sous la forme 


2 
p=Au+q—Lu—f= À Ve +(p—f,. 


Ô Ô 
Ve = (at Je (ho ). (6) 
Calculons %,. On a 
( ktY 02 


h* 
utr3o) — uw + Le =. —— + —— 8 Ôrà 5 +0 ((ha)), 


k2 
Rd 7 + an + 0 (ia), 


qui cntraînent 


{ = ô { 
Fr {ut 080) pp 0Sa)} . LT [(RaY — al 3e + O (ho). 


2 2 1 (+1o) 
Comme TT (5) * +O(ha), la dernière identité permet de 
œ œ 


mettre Ow/0x, sous la forme 

ô E | 2 02w D 

mé = (uw 250) j —— (r Fr). + 0 (ha). 
œ Xo 


Ôta 8 \ ” x 


En posant ici w—k4ôulôx, on aura 
ô ou du À So) 1,2 62 ôu 2 
Ûta (4e EP a) {Ce ET 7) + ha ôxà (#e ÔtTa )}, +0 ma). 


Donc 
Va = (Ma)z + O (ho), (7) 


du \(-05%  h2 92 ôu 
Me = @at (lag) + me Ven). 
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Evaluons n°. Comme 


ôu he, ou | 0:50) 3 
2 (+ 0e us ga)  +O(), 
2 


h£ (-0,56) 
ee) +00), 


+ 
10) 
u (u —0,5h4 -— _ + — 


alors 
ou \(-0:5%) 2 
Cu Ôta ] + O (ia) 
et 
0,5), f ou \0Sa) 
Ma (du hate) (EE) F4 O (a). (8) 
Si maintenant l’on tient compte de (3), l’on aura pour m 
a = O (ho). 


Si donc la solution u (x,, x,) de l'équation (1) possède des dérivéos 
continues par rapport à x, ot x, jusqu’au quatrième ordre inclus, 
l'erreur d’approximation # de l'équation (5) avec les coefficients et 
le second membre (3) peut être mise sous la forme 

2 


P= 2 (az +0, W'SO(GE+R), m0) (9) 


2. Schémas discrets pour équations à dérivées mixtes et à coeffi- 
cients variables. FRA OES maintenant l'équation 


Ô 
.: ae (lo QE) = —1 @) (10) 
a, BP=1 

Cette équation est un cas particulier de l’équation (6) du $ 1. Elle 
sera elliptique si ses coefficients vérifient la condition (7) du $ 1. 
La construction de l’approximation discrète de l'équation (10) 
sur un réseau régulier ne présente aucune difficulté. On vérifie 

immédiatement due l'équation 


5 [Has (2) V3 Je + (ans (5) Yes) = — #4) (11) 
a, P=1 
approche l'équation (10) avec une erreur © (|h |?). Indiquons une 
autre approximation de PL (10) avec la même erreur; 


= —- L > AUETT ES + (Haaÿx )z ] da 


Ay 


ol 


. s but), SE QTUPER TE + 
af 
+ (any Je, + (Rasra)e = — f(x). (12) 
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Si les coefficionts k,,4, sont constants, l'équation (12) s'écrit 


D haaÿx,s, + ue hn)Ves = —f (2), (13) 


ve =(uttlo))— pt la)/(2p,). 


X@ 


Construisons maintenant l’ approximation discrète de l'équation 
(10) sur un réseau irrégulier. Utilisons à ces {ins la méthode de Boub- 
noV-Galerkino (cf. $ 3 chap. IT). 


TE NN 


AW Ni 


. On rappelle (cf. chap. I) que par solution généralisée de l’équa- 
tion (10) on entend uno fonction u (x) € W7 (G) qui, quelle que soit 
la fonction 


Fig. 18 


v (x) E WW (G), 


vérifie l'identité intégrale 


2 
| | S' kas (2) es _ dx, dx, =- ({ f(x)v(z)dr dr. (14) 

G a, fp—1 G 
On appelle solution approchée de l'équation (10) une fonction: 
ü (x) € V qui, quelle que soit v (x) € Ÿ, vérifie l’identité intégrale 
(14). V est un sous-espace de dimension finie de W1 (G), V =V N 


n W4 (G). 

On se donne un espace V. Soit {2 un réseau rectangulaire irrégu- 
lier du plan Ox,x,, formé des points d'intersection des deux familles 
do droites 


Tr = af), Te — th), ia == 0, + 1, 2, °..) a =, 2, ss. 
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ces droites partagent le plan Ox;x, en mailles rectangulaires G [i] — 
= {re — (x, 2) |aËe) Lx, & r$oTl), Les diagonales passant par 
les sommets (rff), xGs)), (af+1), afist1) partagent chaque maille 
en deux triangles (fig. 18, a). Désignons le triangle supérieur gauche 
par A* fi}, ct le triangle inférieur droit par A7 li]. Soit G, l'union 
des triangles At {i] dont l'intersection âvec le domaine G n'est pas 
vide, i.e. C, = {x |x E Ali], Afin G G}. Pour sous-ospace 
VEWI (G) on peut alors prendre l’espace des fonctions continues sur 
G, et linéaires sur chaque triangle At [il € G,. 

Désignons par © = G, f} @ l’ensemble des nœuds du réseau, 
contenus dans G, et par M — {i — (i, à) |x: € 6} l'ensemble des 


indices des nœuds du réseau «w. La solution 
approchée de l'équation (10) pourra être cherchée DAS 
sous la forme 

u (x) = PR (x)  j=(ÿ1s Je); (15) 


où {n;} est une base de l’espace Y. 

Faisons choix d’une base dans V. Soit D fil 
l'hexagone formé de l'union des six triangles 
A [i], le sommet commun étant confondu avec Fi. 19 
le nœud x; (fig. 19). Pour base dans V prenons 2 
l’ensemble des fonctions continues, linéaires par morceaux, dont 
chacune d'elles est non nulle en un seul nœud du réseau &w. On 
supposera que cette valeur non nulle est égale à l'unité. Donc toute 
fonction base n; (x) sera non nulle uniquement sur D [i] et sera 
définie par l'expression suivante: 


(xft+0 — %,)/ht, zCD, [il], 
(es — 2)/hr, z€D;li}, 
(ri — 2f0)/h, + (ait — 2)/h3, x E Ds (il, 
z—atti-1))/h, zCD, fi], 
HEe Sr zE Ds (i}, Le 
(rfi — 2,)/hi + (a2— 2x9) /he, x E Déli], 
0 tcE Di, 
{ n=t,:::0: 


L’allure des fonctions (16) est représentéo sur la figuro 20. Si l'on 
se donne une base, les coefficients y; de (15) représentent les valeurs 
de ja solution approchéc aux nœuds du réseau. 
Trouvons les équations auxquelles doivent satisfaire les para- 
mètres inconnus y; de (15). Portons dans (14) 
u(x)=uü(x) etv(x) = 1, (x). 
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On obtient cn définitive le système d'équations suivant: 


D Ay;= D, ie, (17) 
je 
où 
- (2) 
A = D | kop Lee FER LG, drs, (18) 
œ, B—1 GNDii] 
Di= [| fmdmdes, Zu, &) J=Gu oi) (9 


GfDlil 


Calculons les coefficients A? pour les valeurs i Lelles que D [il & G 


7 


7 


Fig. 20. 


en supposant que d'abord les coefficients k, 4 sont constants et en 
utilisant ensuite l'allure des fonctions n; (x). 
De (16) il vient 


—A/h;, xCD,, 0, xCD,, 
0, xCD», —A{/h;, xED,, 
Ah, <EDs, —A/hj, xCD:, 
on _ | Ah, xED;, mi _ 0, xzCD,, (20) 
T4 0, xCD;, x Uh,, xED:, 
—A/hj, xE Ds, 1h, xEDs, 
0, «€ D,, 0, xED,, 
ul; 0. = 1,:.::,0; 


(18) et (20) entraînent que seuls les coefficients 


hii2 Aùtt LA it sa Le 4, 12— 1 1, 1241 i1+1, i2+1 41—1,12—1 
Aix À i1i2 Ai Aie Ù Aie Asia ’ Ait 
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peuvent être non nuls. Lo calcul montre que 


Me M (HE GE) + (AA) — 


— (4e + la) 
agrée 0 (7e) +, 
Art =“ (+)+ a+ | 
Ai it 1 2 (5478) + Fe Par | (21) 
At (HE) 
AËtT i2+1 A LES CRT Be Css | 


En portant (21) dans (17) et en transformant on obtient 


…: lc12 + kot — _ 
y = kgs, + RooY 5 La HE (We ao Vis) = fishio é 


Supposons maintenant que 4,8 sont variables. Dans ce cas on 


écrira l'approximation discrète de l’équation (10) comme celle que 
nous venons juste de construire 


2 
Atuy = — {3 [aoyx,)e + (hoaÿx )x,] + 


+ > [ant 5, + Gate )s 1} = —1 (0) (22) 


ur 
Calculons l'erreur d'approximation de l'équation (22) : d' = 


= Atu + f. Transformons d'abord vd en remplaçant, en vertu 
de (10) , f par —Lu et en l'écrivant sous forme de la somme 


+ 1 0 ô 
Vaa = 5 [Aaatx )e Su (Kœaux ) x GE EE (kua .) : 
el 
+ 1 0 ôu 
Vas = + (apte je + (Bague) ; | ur (Las . ,, azÆf. 
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En remarquant que 
Tant Je + (laate,)x1= 7 (au + hfa) Uz je, 
et compte tenu de . (7), il vient 
ha = (née)e +0 (H2), 
et comme 
kau + ka — 26e" % = O (hà), 
on déduit en vertu de (8) 
Naa = O (ha). 
Par ailleurs 
(apte Je (apte) = _ (hope, + ; ce 2 (Kaplz DE = 


_ hihithihe 9 ( Le 24 ) + (hG) na hE hs CE ( PL gi 
= he y 0x \ "CP 67 2hiho x? ap Ôxp 


ht (h£)?— hoh£ 
à (A) CR  (hog ar ) + OUR, 


2h4hio Ôta 
donc 
= HR LE (ed 
mr ( kap 7) + 
Le fr, PE Fr)+OUHN, ax. 


En portant es dans l'expression de 1* on constate que ÿ* = O (1), 


i.e. il n’y a pas d’approximation au point. 
Construisons une autre approximation de l'équation (10). On 


utilisera la même méthode mais une autre partilion du plan en 
triangles (fig. 18, b). Des raisonnements analogues nous conduisent 


à l'équation 
2 
1 
A y … { > Louyz Je + (Kaayx,)x ] + 
a=1 


2 
u D KUETTFS us (uoys )x ] } = — 


à, B=1 
az! 
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dont l'erreur d'approximation #7 — Au + f est de la forme 
2 


. à 
Ÿ = = 
| À Vas’ 
OÙ Vox — Yaa et 
. ___ (Ri-h)(h$ÿ-hs) 9 ( ôu 
Vos = — Ahuhe Ôto ka Ôzp + 
(RE) hp—hôhg 62 p.24 ho (hf) —hÈhG à 
4hihio de I) Ôxp TS ÊTo 


X (k9 > = > T)HTOUHR), ap, 
donc #7 = O ({). 


Ecrivons une nouvelle approximation de l'équation (10) à l'aide 
de l'opérateur A = 1/2 (A! + A°) 


2 
HA HA yes D Uioaÿs Je + (Eaabe,)x 14 


a=1 


> LAasyz )e + (Rasÿe TG (Æasys RE De 
B— 
=. 


Ay: 


i 


T (Kasy x) 1/0; (23) 


Calculons d'erreur d’approximation de l'équation (23). En utilisant 
les représentalions de 128 on trouve 


2 
v=Autf= 2 (nas tb ne=O(e) W'=O(+H). (24) 


Remarque..Sur up réseau régulier l'équation (23) se confond 
avec l'équation (12). 

3. Schéma d'ordre supéricur d’approximation pour équation à 
dérivées mixtes et coefficients constants. Construisons un schéma 
discret approchant l'équation (10) prise avec des coefficients constants 
avec une erreur © (|A [*). On écrira l'équation discrète sur un stencil 
de neuf points en « tiroir ». Ce stencil a été utilisé au chapitro II pour 
la construction de schémas d'ordre supérieur d’ approximation pour 
l'équation de Poisson. Il s’avère cependant que l’ équation (40) peut 
être approchée sur ce stencil avec une erreur © (| } [*) à La seule condi- 
tion que les pas k, et k, du réscau soient liés avec les coefficients 
ku,et k,, On supposera que k,, = k,,.= 1, k,, = k,, = #. Le réseau Q 
doit alors être carré. 
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Etudions tout d'abord l'opérateur discret 
Av= Vers % Voore + Ko (DT Vxaxe) + K (1 — 0) x, + Uxsxe) r 


où o est un paramètre quelconque. Développons la fonction Av 
suivant les puissances de À 
Rè { ôdv dv xh? GA) 04 
Av= Lv+ 42 (rt }+#- 3 (rte) 


1—2 04 
ES EE 4 O (ht) = 


= Lo ++ Lo — [1 — 3 (1 — 20) x + 2x2] Fr PE + O (h°). 
D'où il s'ensuit que l'équation discrète 
AYE Vans F Vanee VA O Vaisa F Von) + (A — 0) Gi + ve) 
+R (18 (1— 20) + DE) pr = — Ps (25) 
où 
p = f+S Li, (26) 


approche l'équation (10) avec une erreur © (| h |*) quelle que soit 
Ja valeur du paramètre ©. 

Montrons en effet que l'équation (25) ne dépend pas du paramètre 
6. Il est immédiat de vérifier que 


Vire Dose Mae Ver Vo, RUE 
donc 
Yan Fete © Yo Nain TRUE root 
En portant cette expression dans celle de A’y on obtient 
AY = Yaes Ÿ Vrnre FAO Vire + Vases) Vase F Va 
EL Ven (as t Vars ane) 
HE (ge RE) ne = Vu Ve + 


h2 
FX (Us + Ua) + TG. (1 + 3x + 2°) Vryxixoxo" 
L'équation (25) s'écrit alors 
A'y = Yxix ca PER : V5) + 


3 
+R (++ DE = — 9 (27 
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4, Schémas discrets pour équations à termes mineurs. Considé- 
rons l'équation 


2 
Lu= E = (ka (= =) + ra (2) | = — f(x) (28) 
a=1 
et conslruisons pour elle un schéma discret sur un réseau régulier Q. 
Voici un schéma simple du second ordre d'approximation de 
RER (28) : 


Ay= s [(au (x) x, Ve, + l'a (&) La = f(x), x=(x, 2)€Q, (29) 
œ=1 

où a, (x) se calcule par exemple à l’aide des formules (3). Mettons 

l'équation (29) sous la forme 


(+41) 
(28 œ 


2 
=> (RH) 04 (ee) 0) + 10 
a=1 


Il est clair que lorsque les coefficients r, (x) sont prépondérants 
devant les coeflicients 4, (x), le principe du maximum (cf. chapitre 
111) n'est valable pour le schéma (29) que si les k, sont assez potits. 
Pour s'affranchir de cette contrainte, construisons un autre schéma 
pour l'équation (28). 

Mettons l'équation (28) sous la forme 


2 5 
bu $ [ab (2) +2 ee (0 


a=1 


et approchons les flux 
ou 
— ka (x) dre 


de façon analogue en termes supérieurs et inférieurs; on obtient 


2 
Ay= D, [(auts Je, ge (Go ys, + days )]= —j (2). (80) 
re” 
L'erreur d’approximation de l'opérateur est visiblement O (| |°). 
Transformons les termes inférieurs commo suit: 
Te at a+! y, = TETE atlaÿe — L El attloy, 
œ 
(31) 
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et posons etlrel 30, le lrel y <o, ri = 0 pour r, 0, 
rs =0 pour r,>0. En portant (31) dans chi on aura 


2 
Ay= > (1— —*slel) (aÿ> ka ER Pr ar Ve + a 


œ=1 
Or 
_ hrlra lt _ 1 1. 2 
. 2 4 ha | Ta | | O(e 
œ 
Donc on pout prendre le schéma discret 


2 


£, | 1 

D —5 7 Got ete de ent TE gays = —f(2). (32) 
ha Je | ka ka œ 

at + 


L'erreur : approximation do co schéma est O (|hk |?) et on vérifie 
immédiatement que le principe du maximum est valable quel 
que soit 4. 


$ 3. Approximation des conditions 
de conjugaison et des conditions 
aux limites pour équations du second ordre 


Dans ce paragraphe on conslruira des approximations discrètes 
des conditions do conjugaison: et des conditions aux limites citées 
au $ 1. On sera plus attentif à la consiruction des approximations 
des conditions aux limites de secondo et troisième espèce. 

1. Approximation des conditions de conjugaison. Supposons que 
le coefficient de conductibilité thermique k, (x) de l'équation (4) 
du $ 1: 


ZE (Gr 20 9) +2 (Re ans 2) = fau 2) (0 


possède une discontinuité de première espèce sur la droite x, = 0 et 
soit à chercher la solution de cette équation qui vérifie les conditions 
de conjugaison (9) du $ 1 


Qu Z2>)—u(—0, sante 
k, (+0, 29) . — k1 (—0, re) . = 0, (2) 


X1= SG 
On supposera pour simpliber que le coefficient k, (x) et le second 
membre f (x) de l'équation (1) sont continus pour & = 0. Construi- 
sons l approximation des conditions de conjugaison (2). Supposons 
que le réseau est te] que Ja ligne de discontinuité passe par ses nœuds. 
En vertu de la première des conditions (2), la solution cherchée est 


al 
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continue pour x, = ( , donc elle sera approchée par les valeurs de 
la fonction discrète pour x, = 0. 

Ecrivons l'approximation la plus simple de la seconde des con- 
ditions (2) 

da (Rys Lo) Yri — 1 (0, T2) pit == 0, 
où le coefficient a, (x) est défini, par exemple, par l'expression (3) 
du $ 2, i.e. 
h 
di (x) = li (a, ts) , 

et calculons son erreur 
Ÿ= dif, Lo) Uxy — 41 (0, Ta) PEN 


= (+0, 2) 2e (40, 2) (—0, 29) De (—0, 22) + 


h; Ÿ ûu h: Ô ( ou 
ni à (Ha) PEN LS 2 CE ki 5) 


+ O (hi). (3) 


x1—=—0 


À l'aide de l'équation (1) exprimons _ (Hi 3) en fonction de 

Ô 

Ôxe 

RE te 2) — 

Ve — hs (lee) — lai (2) +0 (Hi) — . 
== —h; (dou, )x2 — ln (2) + O (hi + he). 


J1 s'ensuit que l'erreur d’approximation est O (h,), mais si la scconde 
condition de conjugaison (2) est approchée par les expressions 


di (A1 Lo) Yxi — di (0, T3) ÿ;, 1: h; (day )xe 6 hif (x) . 0, (4) 


l'erreur de la nouvelle équation sera de © (hf + h°). Si l’on divise 
l’équation (4) par k, et qu'on la transforme, clle s'écrit 


CUPRET “fe (a2Y=,)x = — j (x), 


i.e. elle sera confondue avec les équations discrètes (2) du $ 2 pour 
les nœuds où il n’y a pas de discontinuilé. 

Soit maintenant à chercher la solution de l'équation (1) prise 
avec un coefficient k, (x) discontinu sur Ja droite x, = O0, qui vérifie 
les conditions de conjugaison (12) du $ 1, (13) du $ 1, i.e. 


(4, 7.) et f (x) ot portons l’expression obtonue dans (3): 
2 


(5) 


Choisissons Je réseau comme dans le cas précédent. Cette fois la 
solution de l'équation (1) avec x, — Ô possède une discontinuité 
de première espèce, donc la fonction discrète y (x) qui approche la 
solution de l’équation (1) pour x, = 0 doit prendre deux valeurs. 
Désignons-les par y* (0, x.) el y” (0, x,). Ecrivons les plus simples 


11—0372 


ou ou 
# [u] lx1=0 mt k; Or |x1== 0”? Le) Jer0 A dr |x1=+0 ° 
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approximations des conditions (5) 
#(y'—y)=@(0, 2)y, Z(Y—-Y)5- ah, Ta) Yrss 


{ 
Pere [y” (0, T2) —y(— hu, æ2)]; 
1 h: 
1 ; 
Pa [y UT Lo) — y (0, Xi)], 


et calculons les erreurs d'approximalion de ces équations. L'erreur 
d'approximalion de la première équation est égale à 


= 4 [u]— a1 (0, x2) Ur, — 


h4 Ô ou | 2 
2 om (a) fueo + © UD = 


0x: 


du 
== x [u] ne De 


=. + (À (ee) +1). SRAUTES 


Ôxy 
T — À f{au; )s2 + Îles 0 + O(hi+ he). 


On calcule de façon analogue l'erreur d'approximation de la deu- 
xième équation 


Ve Hu] — 1 (hi, Lo) us = [(aeux, }+e + fles=+0 + O (hi + h2). 


Ces développements entraînent que les erreurs d’approximation 
des deux fonctions sont © (4), D pour les équations 


Kk(y°—y")— QU, +  (aaÿ= art 2 f = -0, 


1 h 
(ut — y) — at yes — TE (at) — SE f = 0 


A seront de O (h? + h°). Divisons chacune de ces équations par 
h/2: 
1 
H (YŸ— y" )-- ay 
Oh — + (a2y= )x2 Fe — j, , 
+ png (y — V7) : ù 
ga 7 + (daYxa)xo = — Î. 


Sous cette formo les équations (6) rappellent les équations (2) du $ 2 
dans les autres nœuds du réscau. 

Si les conditions de conjugaison (14) du $ 1 sont données pour 
l'équation (1), x, = 0 , on construit leur approximation discrète 


(ab) (aa )ar = 1 (0, 22) — 2 (7) 


comme dans le cas des conditions de conjugaison (2). 
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2. Approximation des conditions aux limites pour équations sans 
dérivées mixtes. Passons à l’approximation des condilions aux limi- 
Les. Commençons par les condilions aux limites de l'équation (1). 
Construisons tout d’abord les approximations discrètes pour les 
conditions aux limites de deuxième (16) $ 1 et troisième (17) $ 1 
espèce. On supposera pour l'instant que la solution de l'équation (1) 
est cherchée dans le rectangle G == {x -= (x,, x) |O rs <L, 
a = 4, 2} sur la frontière T duquel elle vérifie les conditions aux 
limites de troisième espèce (17) $ 1. Détaillonus Le problème: 


0 ou Ô ou ; 
êt, ( 7.) Fo (#2 7) == — f (x), 


Ou 
KE FA 27 #_al — Lo (zh); Lu = 0, 
œ 


(1) 


Ô 
En (xs), Ta -— Las œ, B =1, 2, a Æ$. (8) 


On a noté au chapitre [ que la résolution dun problème (1), (8) 
revenait à trouver un élément minimisant la fonctionnelle 


16 [Ta ( @) (+ +R 2)" 27 (m0 ]de+ 


Î 
+ S | {[X-au0? — 28 -aV] be = [X+au? — 28 +av] | Ta = = la} dx$. (9) 


== 1 


Consiruisons le schéma discret pour le problème (1), (8) par la 
méthode des approximations de la fonctionnelle (9) (cf. $ 3 chap. IP). 


Introduisons dans le domaine fermé G — G{|} T le réseau reclan- 
gulaire régulier © — ©, X ©, — {x = (x,, x.) .- Eos, œ=:1,2}, 
où Ou = (To | Ta = ahos US + Nos Ro = lalN,} est 
un réseau sur l'intervalle [O, Z,]. Désignons par @ == {x — (x., x) | 
Lo) | To € Das & = 1, 2}, où orge lin = 1,2, ..., N Ns —1} 
l’ensemble des nœuds intérieurs du réseau et par y = © X © l’en- 
semble des nœuds frontière. Eden par ailleurs que na. = 


= {aGo|, Fa 2, ..., Nh, to, = {rw |, à, — 0, 1, 


Ne 
On se servira également de la notation 
5 (PR Ta € Oo 

Es Ra/2, Lu = 0, ls 


Remplaçons par leurs sommes intégrales toutes les intégrales 
de (9). Ces sommes ne seront pas en général les mêmes pour toutes 


11% 
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les intégrales. Dans l'intégrale double 
li L2 
ôv (xt, 2 
ET 2) (+ 2) dx == | À ACTE Le) (252) dt, dX: 
0 0 


er l'intégrale sur x, par la formule des rectangles centraux 
et l° RG Sur x, par la formule des trapèzes 


(SE me) 
- > 2 (a, re) (5 (nm, 2e) Ph (10) 


ôtt 


Dans Î ko (x) (+ _) dx remplaçons l'intégrale sur x, par la formule 


ces irapères, et celle sur x, par la formule des rectangles centraux 


POI æ) dr = 
G 
@ > > ke (a Lo — +) ( (2 —)) fahs. (11) 


ED k€ 02 
Dans l'intégrale double de (9) remplaçons l'intégrale sur x, et sur x, 
par la formule des trapèzes: 
[—2f(molde 2 D D, fau #)v(as te)lafe (12) 
21 EG XaC@2 
ne. toutes les intégrales étendues à la frontière par la 
Îormule des trapèzcs: 


\ [(H-o0* — 2g-ov) Le, =<0 {+ (Trot? — 28 +al) x, 1,1] dtp — 
Û 


# >, L(Ro0? — 28-00) |x,=0 + (K400°? — 2g+o0) to = lo] fis. (13) 
© 
Approchons dans les formules (10) et (11) les dérivées par les 
différences 
ov h4 ôv ho 
ma, mou, mat). (49 
Portons maintenant les approximations (10) à (14) dans (9). On 
obtient alors Fer nue de la fonctionnelle (9): 


Th (v) = 2 QE, halo + 24. ape Palo — 2 à fuhilis + 


2 X ®2 &1X0Z OX? 
+ : à [(4- at? — 28-al) [k,=0 + (Hal? — 2£ +aV) het.) hp, (1 d) 


(-- 0.5 a) 
OÙ Au = Ko 
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Donc la minimisation de la fonctionnelle (9) a été ramenée à celle 
de la fonclionnelle (15). Mais J, (v) cst une fonction de plusicurs 
variables v (x;), x: € w. Gette fonclion atteint son minimum au 
point v (x) — y (x) où ses dérivées premières sont nulles. 
Soit x € w. En calculant la dérivée de J, (v) par rapport à v (x), 
en l’annulant et en divisant l'équation obtenue par 2h,h, on aura 


(@1Yx Je + (ao )x, = — f(x), 2€. (16) 


Nous avons construit l’approximation discrète de l'équation (1). 
Cette approximation coïncido avec (2), (3) du $ 2. 

Soit z € y, x, = 0,2, 7 0, L,; nous avons choisi un point situé 
sur la frontière gauche du rectangle et qui n'esl confondu avec aucun 
nœud. En effectuant les calculs décrits plus haut ct en divisant l'équa- 
tion oblenue par 23, on obtient 


h h 
at +- - (2 }se = K1ÿ — Li __ f, (17) 
1 =0, #0, L. 


On reconnaît ici l’approximation de l’une des conditions aux limites 
(8). Sur les autres côtés du rectangle, les conditions aux limites sont 
approchées de façon analogue. 

. Supposons enfin que x € y, z1 = z2 — 0. Tous calculs faits on 
obtient 


ho (+11) hs His) 
hr Va + ET, an 


hoH = h1X-0 hog-1 LE h18-e ELLE Î T1 == Lo :— 0 (18) 
, == _…— e 


Re EE EE 


ha + ho hi ho 2 (h4 + ha) 


L'équation (18) peut être considérée comme une approximation 
discrète de la combinaison linéaire des conditions aux limites (8) 
pour x, = Dot x, — 0. Les équations du type (18) sont nécessaires 
pour la fermeture des systèmes d'équations (16), (17). 

Estimons l'erreur d’approximation de l'équation (17) 


Ÿ= [a (fa, To) Ux, + (aux), — au + ga + ne | | = 
= (aa (ea) (he) rt 
Heat f+0 ant) |]. 
Compte tenu de l’équation (1) et de la condition aux limites (8) il 


vient que 1h (0, x,) = O (|h [*). On démontre de facon analogue que 
l’équation (18) admet une erreur d’approximation de O ([|h |?). 
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Considérons d’autres conditions aux limites pour l'équation (1). 
Supposons que sur le rectangle G on cherche la solution de l'équation 
(1) qui vérifie sur la frontière du reciangle des conditions aux limites 
du Lype (23) $ 4 ot (27) $& 1. 

De façon plus détaillée, soit 


(nse)ti(es) = —f(x), 1€G, (1) 
ke 2 . (9 (t$) = = k-oû — Lo (TB); To = 0, 
Ôta ‘ 078 078$ 
— ke SR ee (o4e (ze) 7e } Æ K+aglt — £+ta (xs); Ta — la Fi 
ÔLa Ôxp 028 


a, B—1,2, af, 


: qu Ou ou ou 
jou) 6j nt 
| ; 0x2 F9 0x; | xt—Ù NS 0x2 O4 Ox1 J {[xs=li ? 
xg—0 x2=l2 (20) 
ôu ôu Ôu ou 
Oy -—— Oo — = 0 E O0 = | == (0. 
| te bi ôx: | x1=0 Auf Le Ox2 ? dry J lx1={1 
x =l9 xa=0 


La résolution du problème (1), (19), (20) revient à chercher l'élé- 
ment u (x,, x.) qui minimise la fonctionnelle 


7 = À Liu eo (2) + 0 (2) 25m v |ar+ 
G 


2 !f 


+ > {[ 0 (5) ant — 2900 | 


œ=1 0 
ca [ 04e es ) + H+aU? — 2840 | |.) dxs. (21) 


Cette fonctionnelle est la même que la fonctionnelle (9) aux Lermes 


2 2 .s 
Oo (3) près des intégrales de frontière. 


+ 


x = 


ES 


Comme dans le cas du schéma discret pour ie problème (1), (8), 
approchons la fonctionnelle (21) sur le réseau © en remplaçant 
les intégrales par des formules de sommation adéquates et les dérivées 
par des différences. En portant dans (21) l'approximation 

lp 
D \[oe() 

je Hi Ôxp 


a=1 0 


x ,=0 


R 

l 
€ 

+ 
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Où Or “= Oro (tp — Ap/2), on déduit de (10) à (14) 
Ja (v) = D av* Riho + à AE file — 2 + fuhihe + 


_. OX W2 DiX ©a 
+ ÿ >» |x-av? FF. 2£-av) le, =<0 +- (X4a? — 2£-uv) ke, =1,] hp + 
œ=i © 
p 


+ 2 16-0% emo +Gratà fre 
of 
On obtient l’approximation de l'équation (1) et des conditions aux 
limites (19), (20) en égalant à zéro les dérivées de J, (v) par rapport 
à v(2). 
Ecrivons les approximations des condilions aux limites (19), 
(20). Supposons que x € y, x, = 0, x, Æ0, l. Alors 


RE hs : — 

af y, + (out ba) ve, | = 
/ 
Kay Ba f, t = 0, ta 0, la. (22) 


Si t==2:=0, alors 


(HA ls (+1 (+1 hi (+1 
P ; a Éd D ) Ye =- 


l L hih 
5 XaY + 4-0 — 2. E-1— _ ga f, Ti-=z2—=0. (23) 


- 


On écrit de façon analogue les conditions aux limites sur les autres 
portions de la frontière Y. 

En se servant du développement Laylorien, on vérifie sans peine 
que si la solution et les coefficients du problème (1), (19), (20) sont 
suffisamment différentiables, les conditions aux limites (20) et (23) 
possèdent une erreur d’approximation de O (|A |*). 

J. Approximation des conditions aux limites de troisième espèce 
pour équations à dérivées mixtes. Voyons maintenant l'approxima- 
tion des condilions aux limiles pour l'équation (10) $ 2. On suppo- 
sera que : on cherche la solulion de l'équation (10) $ 2 dans le rectan- 
cle G = {x (x,2) [0 Lr, La, = 1,2} sur la frontière duquel 
sont donnécs les conditions aux limites (18) $ 1. Voici l'écriture déta- 
illée du PAPERS 


S ge (les ue) = — 1), 266, (24) 
a, fi] 
k tr us — £ = 0 
aa ab > K-all as La , a == $ 
du (25) 
— koo 5x — Ko d == Kpql — Ltus La = los a 
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On supposcra que l'équation (24) est elliptique, et donc, que secs 
coefficients vérilicnt la condition (7) $ 1. On ne supposera pas que 
le problème (24), (25) est autoconjugué, i.e. on admettra générale- 
ment que #9 (x) Æ ka (2). 

On coustruira le schéma discret du problème (24), (25) par appro- 
ximalion do l'identité intégrale (cf. $ 3 chap. 1]). 

On rappello qu’une solution généralisée dn problème (24), (25) 
est une fonction w (x) € W (G) qui, quelle que soit v (x) € Wi (G), 
vérifie ARLES intégrale 
L le 


il ÿ 4 tal Gex Fe - — fo] dr, de +- 


œ, P=3 
ls 


sn [x_-uv fx2=—0 + HyoUU Fe — £-20 Lx r2=20 — L+ol lo = ll dti + 


l2 
+ | [X.ruv Led + HHuv lin — La bo — LH0 frs) do = 0. (26) 
0 


Approchons l'identité intégrale (26) par une somme en remplaçant 
les intégrales par des sommes intégrales et les dérivées par les diffé- 
rences. Remplacçons les intégrales de frontière et les intégrales de la 
fonction fv par les formules des trapèzes el les intégrales des fonctions 
kag Fe _. par des combinaisons linéaires des formules des rectan- 
gles droits el _—— ou plus exactement 


ôu 
J) has =— ôxp _ = dr, ÂX»o X 


Ou 9 
SUD loge ge let D loge hot 


o$XWS +OX+W)2 


ou Op üu  ôv 
+ > has 0xp de = hahe + > ho Ôtu haha}. 


+*01X 0 OS X+2 


Remplaçons dans cette expression les dérivées par les différences 
correspondantes. 
LL intégrale (26) se transforme en l'identité suivante: 


15 | > kapuz Ce ui >, Kapux, ve fhaka+ 


es RS | d+ x WE +0X+W2 


+ . > Lure + ro Ur + MortaaUr, + Hoou ve] OUPS D 


+ X w$ 
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J 
+ . > nue ve + hote Æ Hoaue Vrs  hooltxor) hiha — 


of X+TW? 


DR vhahs + » [(%ou — 8-0) D ro 0 + 


O! x& w2 1 


aa (xou EE +2) V FA la + > [(xu mi g-2) (4 lx1==0 + 
+ Gén — 84) 0 fesu] Ro = 0. (27) 


On appellera solution approchée du problème (24), (25) une fonclion 
discrète y (x) délinie sur © qui véritie l’identité (27) quelle que soit 
la fonction discrète v (x) définio sur le réseau w. En choisissant la 
fonction discrète v égale à l'unité en un nœud du réseau et nulle 
en tous Jes autres, on obtient l’équation discrète au nœud ou v n’est 


pas nulle. En procédant ainsi avec tous les nœuds du réseau w, on 
obtient un problème discret qui approche le problème (24), (25). 
Ceci étant, en tous les nœuds intérieurs du réseau © on obtient l'appro- 
ximation (24) qui coïncide avec l'approximation (12) $ 2 de la mème 
équation. Aux nœuds frontière y on obtient l’approximation des 
conditions aux limites (25). Ainsi lorsque x, = 0, 2, 5 0, L,, les 
équations discrètes s’écrivent 


“asai re ka + k55 12 


h 
pars + (CE UE) à 
L € 
+ en 45 Ca a } = Hny— 3 — _. f, 1=0;, 2: 0, L, (28) 
et lorsque x, --7, —0 


h ka 449519) 
2 Yxs + HnoYxe — Ka + 81) + 


h4 +. ho 
} k Fe 12) 
w hi … ho (—— — 7. der RoiYxs — X-oy + 8-2 + 
hih 
1122 [(ÆroYxo)xs + (Ko1Yxs)x0 + Î} _— 0, PC en 0. (29) 


" 2(hit+h) 
Les équations s'écrivent de façon analogue dans les autres nœuds 
frontière y. 

On remarquera que lorsque k,, == k,, == 0 les équations (28) 
se confondent avec les équations (17) et les équations (29) avec les 
équations (18) à la méthodo près de calcul des coeflicients. 

Il est immédiat. de vérilier que si Ja solution et les coefficients du 
problème (24), (25) sont suffisamment différentiables, les équations 
(28) approchent les conditions aux limites (25) avec une erreur 
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tré 


O (k° + h5) et l'équation (29), la combinaison linéaire des conditions 
aux limites en un point angulaire seulement avec une crreur de 


O (hi + h:). 
Eludions plus en détail l'erreur d'approximalion de l'équation 
(29). Le base en séries de l'aylor donne 


IT h ? ou CID 
1? (0, 0) = = ee Li &s _ —— +  _? dr (h 11 ôx | -)+1 He 3 2 
Lu Pen au + ga] [ee + 
fe 5 HAUT En TR | 22 _ 
h Ô du du L o?u 
(4 2 5e De) + tu 2 4 en Ge — a + 8e | + 


RS [—— (le 2) + (4 _ 7 }+ | ie O(RÈ +R?) 


Ra ho) L 0x1 
Comme w est solution du problème (24), 7 il vient 
0? h? 
p (0, 0) = = he pu 4 TS À 217 Fe + +O(h?+R?). (80) 


De là il résulte que si l’un au moins des nombres k,4 (0, O0) et 
Eu (0, O0) est non nul, l'erreur d’approximation au point (0, O) est 

O (a + hd. 

Montrons comment par changemenl des cocfficients en y (0, 0) 
dans (29), on peut construire une équation dont l’erreur d’approxi- 
mation est © (h° + h?). On supposera de plus que 


ko (0, 0) + k:, (0, 0) = 0. (31) 

Transformons l'expression de l'erreur d'approximation (30) en 
éliminant les dérivées a u (0, 0) et HU (0, 0). En vertu de 
(25), les conditions aux limites lorsque x, = x, — 0 s'écrivent 


ou ou 
ki Gr. + Kio EP FAT ES 


a 2  …. (32) 

D'où l’on déduit pour = 22 := 
Fe = [his (kon — ge) -— Ron (kaiu — 83) V/(Riikze — harku), 33 
FE = [ho (ka — g4)—— lie (e-ou — 8-2) /(ksikre — Kiokos). é 


Le dénominateur de ces formules n’est pas nul, puisque en vertu 
de la condition d'ellipticité (7) $ 1, l'équation (24) 


Kaloo — Kokoi > (io — ka1)7/4. (34) 
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En dérivant la première des conditions (25) par rapport à 2; 
pour &æ = À et par rapport à x, pour &« == 2 on obtient 


0 ou o) ôu Ô 
DEN (ln S—) Ps (re 7) Dr (Xiu —g), 


Ôte Ôty Oty 
Ô Au Ô ôr () | 
ôx; (£a ôzxi )+ ôx: (420 029 | 7 ôxs (ko — 8-2). 


En ajoutant à ces équations l'équation (24) pour x, = x, == 0, 
on obtient un système d'équations en les dérivées secondes d*u/0x° 
Ou l0x,0r,, 6?u/0x2 au point (0, 0). Le déterminant de ce système cost 


— (fie + Lo1) (Fa1foo — lrohon) exe 0 


et en vertu de (31), (34) il est non nul. Ceci permet d'exprimer les 
dérivées secondes de la solution cherchée au point (0, 0) en fonction 
de la solution elle-même ei de ses dérivées premières on ce point. 
Mais en vertu do (33) les dérivées premières s'expriment au point 
(0, 0) en fonction de la solution elle-même, par conséquent les déri- 
vées secondes peuvent Ôtre représentées par 


2 
Ha Le (0, 0) hou (0, 0) ve, Pa. 
"a 
Portons ces valeurs dans les dérivées de (30) 


h3 
(0, Des (pou (0, 0) — ve) + 


h? 
+ (ie (0, 0) —v) + O (hi +). 


[1 s'ensuit que l'équation discrète 


F. ie S ÉD 


hi ho 2 Yi + BroUre— Ki Y + Ki L 


Uxo F RorYxs — KŸ Eoy + ge )+ 


hil 
À — 2 1 TRAD j [(Ar2Y se) xs +- (Ka Yxi)re + f] = 0 


h1 kse + A 2) 


où 
À: ha 
Ko ka +5 Mi = Ba | Vis P=£ &, 


possèdo une erreur d'approximation de © (A? + hi). 


Si le réseau © est irrégulier, on peut par la méthode d'approxima- 
tion de l'identité intégrale construire les analogues suivants des 
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conditions (28) et (29): 


la PUS 


hé 
5" —— ÿx, + kup 5 + 7 [(Grsyx,) ès ne 
+ (spyxs)s + (Kpayx Je AS (Æupy re + (poYx) ë EL 


h* 
+ (Rasy x )x toy — Bu — 5" f, ta 0, 280, lp, (35) 


a ka“ in 
(—=— VE Lu RioUxo — #1y + 81)+ 


TE: 
hŸ kgo -|- k$512) 
Lu a + Re 0e ao + oibas — %-aÿ + 82) + 
hs 
ee ; 
+ 2ŒYILAD [(ÆsoYx2)xs + (HoiYxr)xe + f] 0: tr 0 (36) 
LU T2 
Fee 


. Schéma discret d'ordre supérieur d’approximation pour le 
me de Neumann. Considérons sur le rectangle G = {x — 
= (x, 2) 0 La, <l, à = 1, 2} le second problème aux limites 
pour l'équation de Poisson (problème de Neumann): 


o?u ô?u 
Au = ta IG) xCG, 


= gas) T0, (37) 


dr à = — Lio (xp), Le le; B Æ &. (38) 
Le problème (37), (38) est un cas particulier du problème (1), (8), 
que nous avons déjà considéré, et s’en déduit pour k, = k, = 1, 
Hta — 0. 
Ecrivons le schéma discret (16), (17), (18), approximant le pro- 
blème (1), (8) pour le cas du problème (37), (38). 
Introduisons la notation 


2 
rs Da» To =0. 
N> = D, ? To Æ 0, los (39) 
- = | 
TT hy V= ) Ta = lo. 


Le schéma discret approximant le problème (37), (38) s'écrit 
(Ait À) y = —p(x), 
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f(x), 2€, 


9 - 
(x) == f(x) + 7 8+a Gn), TEW, Ta =0, Los tp O0, lp, 


2 2 = 
(a) + CS DURE 73 £+2 TE, T1 == 0, lL, Lo — 0, Le. 
Au $ 4, chap. JII, on a construit l'équation discrète (6), (7) 
? : - h3 ? 
A'y= y + og + es Æ AAsy == —q'(x), eo, (40) 


où 
. r 1 2 2 0?f 
Aa =vr sr P =f+ (ht 34 Flag a); 


qui approche l'équation de Poisson (37) avec l’erreur © (hi + hi). 

Construisons le schéma discret qui approche Je problème (37), 
(38) avec une erreur de O (hf + h3). Par aualogic avec (40), on cher- 
chcra le schéma discret sous la forme 


À! À À hihi + + ’ 
À'y= y + Aoy + 5 A1 ay = — D (x), TE w, (41) 


où le second membre ®” (x) pour x € w est tel que l'erreur d'appro- 
ximation soit de l’ordre de grandeur désirée. 

Si pour zx E o® on pose D” — p’, l'équation (41) coïncide avec 
l'équation (40) et, par conséquent, elle approchera (37) avec l’er- 
tour © (hf -+ h°). 

Reste maintenant à se donner ®” sur la frontière y. Considérons 
d’abord l'équation (41) pour x, == 0 et x, 0, LL. En tenant compte 
de (39) écrivons l'équation (41) sous la forme: 


hi h3 4h ha. 
ai or Dean dir D'eÆ0 (42) 
Calculons l'erreur d’approximation 1h de cette équation 
hi h? L h3 TETE 
Ÿ Ut LE DT CES DA à ch LE 
_ ôu h: hi f hi hÿ 02 5) LE 
a 00 Au+ (5 jrtÉ 12 dré Au -- a Ga du + 


h3—h} 4 ôu , rs 
so DE de 7 D'+ O (hi + hi). 
En se servant de l’équation (37) et la condition aux limites (38), 
on déduit 
h k h? ®f h? 02f h? Ô 
pi DR f—— (+ à | l 


DEA, NE À Ps PR 


12 0x? + 12 Ôôxi 


h$—h? 02g_ k , 
Er A +0 (+R). 
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Donc pour que l'erreur d’approximalion de l'équation (42) soit 
_ + À) il suffit de . 


ie per 0? h2 Of F | h? nn PRE … 
+49 ge TT 12 07 or 6 _. Tax T1 dn }= 
_— hi 4 à RS d°g-1 } 
EN h; = (8 F + Ôx1 + 022 


pour 2, 0, x, 0, L. 
Défiuissons maivlenant ®” pour x, — x, = 0. En tenant compte 
de (39) mettons (41) sous la forme 


ho h1 Î h?+h? hiho 4 
HR Ya Ter Var TG hi ho Yarxa À TG LR À © + 


Calculons on d'approximatlion de cette équalion 


k: 1’ hi. +hi kilo 1 
LU re Mes Pipe Me TE he pl T° | 
_ hiho 2 du 2 ôu (ii Fe he 
2 (hi +- ho) ki Ôx Dr. ho Ête + Au £a 42 _ : DE TA 12 7 — ) Au Au LL 
h3—h? 6? Ou ho h2—h5 0? ôu 
î Au - 6h: 0x3 0x; F : 2 Au + 6ho 0x? Le gi 
+ ha(h?-|-h?) 03 Ou ; Ro (h?-|-h3) 03 ôu 
1 . 02? Üto 18h1 . . 


l- hâ Ô e 
+ A (0 Ôto _n LE 0) = = )+0 +O(hi +R}. 


Utilisons l’équation (37) et les condilions aux limites (38) pour trans- 
former l'expressiou de Me Se : 


; = Res _ôf , hi—hi 6g: 
4 (0, 0) — 2 (ha) {e Te. ha (g = ++ De 6 54) + 
h3 of, h} a Pgo 
+ (e- CRT 6 ES Le 12 ES 2) Æ 
4 hë ( (hi + h2) + h3) _038-1 h? ( ei J h5)_ 0582 PER g -28-1 
hiho (= 72 Oo + ET qu ET E Da 
hf LR 


+ A0) 8 à)" +00t+49). 


De l'aspect de l’erreur a \ s'ensuit que ce sera une 
grandeur do l'ordro de © (hi + h2) si l’on pose 


D (0, 0) — p° (0, 0) + Tea + RCIRR RL at à 9?g-1 L|+ 


) 0x; 12 0x3 
2 h3 ôf ss 029 
False et 
& 2h35 081 ie 03g-1 
7. [ D Von + D FT LE 


h?— h3 Ôg- h?(R?+ 2) 03 
HE (0) SEE SEE] pour +0, #0, 
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Gers 


où w est un paramètre arbitraire dont l’adéquation du choix appa- 
raîtra après l'étude de la vitesse de convergence du schéma (41). 

Le second membre D” se définit de façon anaJogue sur les autres 
portions de la frontière y. 

5. Approximation des conditions aux limites de troisième espèce 
sur une frontière eurviligne (réseau accordé). Jusqu'ici nous avons 
construit des approximalions des conditions aux limitos renfermanl. 
les dérivées dans le cas où la portion de frontière sur laquelle était 
considérée la condition aux limites 
était droite on parallèle à l’un des % 
axes de coordonnées. Aux points 
5 et 6 nous allons nous placer dans 
le cas plus général où Ja portion de 
frontière est soil curviligne soit 
droite, mais n’est parallèle à aucun 
des axes de coordonnées. 

Supposons que dans un domaine 
G où demande de trouver une s0- 
lution de l'équation (37) qui sur la 
portion [, de la frontière de G 
vérilie la condition 


—— =#4u—g(x), zETo, (45) Fig. 21. 


où z est la direction de la normale intérieure à T,. Supposons que l, 
est délinie par les équations 


Zu =), b<t<t a =1, 2. (44) 


On supposera pour fixer les idées que les dérivées u4 (t) des fonc- 
tions L, (t) sont positives et vérifient les conditions 
0 < mp, (6) << (1) << Mu (1) < 00, (45) 


ct que le domaine est situé à droile de la frontière (fig. 21). 

On dira que le domaine G a été tramé d’un réseau accordé (un 
réseau accordé avec la portion de frontière l',;) si ses nœuds sont don- 
nés par les points de concours des droites 


Le), 1,2; 20 El, .:: 
(fig. 21). 
Construisons l'approximation de la condition aux limites (43) 
sur lo réseau accordé. Mettons-la sous la forme 


ôu ôu 
Fa 08 (ne, a) + 37 COS (R, Ze) = %xy — 8 (x) 


et construisons l’approximation la plus simple de cetlo condition 


Ya COS (7, 21) + Yx, COS (R, de) = HYy — g. 
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Calculons l'erreur d’approximation de cette équation 
Ÿ = Ux, COS (N, T1)-+ ur, COS (R, Le) —xu + g = 


[+ F + _. +0 ((R+}?) | Cos (n, Z1) + 


Q) ho Ô 
ue COS (7, Lo) — HU +- g — 


d?u ho 


nt 
= COS (n, T1) 8 — 2 5 


+h). 


Jranslormons l’expression de l'erreur a Supposons 
que lo pas X7 est donné ct définissons le pas , à partir de la condition 


h+ h? + 
D. COS (n, Zi) eo COS (2, Lo) + 0 (CR: É + h). 


En remarquant que dans le cas considéré 


Mi 


COS (AR, T1) = FR , COS(7, Te) — es FRS = 
2 T'ir2 


on peul mettre la condition du choix de À, sous la forme suivante 
Gius—hus)/(2 Vu? + nt) = O (hi)? + RE). 


En tenant compte de (45) on élablit que cette condition est remplie 
si l’on pose 


h,= hi L2+ O (hi). (46) 


Supposons que (46) est du En tenant compte de (37), on 
peut mettre Si: d’approximation sous la forme 


hi + 
Re ne rene] TR 7 Au + O (RE)? 4h) = 
= T1 HO (hi) +). 


D'où il s'ensuit que la condiliou aux mr ais 


Pre 
Ur COS (N, T1) + Y= COS (n, Te) = Ky — (g+ — hs) (47) 
Le 'A'ATRENTE 
approche la condition (43) avec l'erreur © ((hï)? +- h2). 

6. Approximation d’une condition aux limites de {roisième espèce 
sur une frontière curviligne (réseau non accordé). Au point précédent 
on à construit une approximation de la condition aux limites en 
question pour l'équation de Poisson sur un réscau spécial (accordé). 
{ci on se propose d’éludier une approximation de cette condition 
aux limites pour l'équation de Poisson sur une frontière curviligne 
dans un cas plus général, i.e. sur un réseau non accordé. On se servira 
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de la méthode de Ritz pour coustruire l’approximalion discrète 
de la condition aux limiles el de l'équation au voisinage de la fron- 
tière. 

Etant donné un domaine G de frontière © on demande la solution 
du problème 


Au= —f(r), 266, S=x(u—g(), El, (49) 


où la fonction # (x) > 0 pour x € F el x (x) 3£ 0. La résolution du 
problème (48) revient à chercher unc fonction uw (x) € W£ (G) mini- 
misant la fonctionnelle suivante : 


nue (TC) arts Pure 


— | Î (x) u (x) dx — | g(x)u(x) ds. (49) 


G 


Recouvrons le plan Ox,x, d'un réseau rectangulaire régulier 


Qn{r (ra) 28e hotes du 0, + +2... 01, 2}. 


Partageons chaque maille rectangulaire 
i +1 
Gli={r=(n, m)le <a”, a=1, 2) 
en deux triangles à l’aide de la diagonale de pente arctg h,/h,. Com- 


me au pl. 2 $ 2, désignons par G, la plus petite union des triangles 
indiqués, contenant G, et prenons pour sous-cspace fini V de l’espace 


W; (G) l'ensemble des fonctions continues sur G,; el linéaires sur 
tout triangle. Soit © = Gh N S Ile réseau sur lequel est considéré 
le problème (48), w — = & fi G l’ensemble de ses nœuds intérieurs, 
y = © X © l’ensemble de sos nœuds frontière. Soit 


fi (à, à) | x, Eo). 


Cherchons la solution approchée du problème (48) sous la forme 
D = 2 M j= Ga he) (50) 


où {n,} est une Lu de l’espace V, dont les éléments n; (x) sont 
définis par (16) $ 2 

Portons comme toujours l'expression (50) dans la fonctionnelle 
(49), dérivons l’oxpression obtenue par rapport à y; et annulons le 
résultat obtenu. On obtient le système d'équations 


à Ay, = D, iCM, (91) 


12—0372 
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où les coefficients du système sont calculés à l’aide de la formule 
Aie À [0 ax + [x n, ds, (52) 
G 


_ 0x ôx! ES 0x 


2 


et les termes du second membre à l’aide de la formule 


D; = În: dx -t [ gti ds. (53) 
G T 


Calculons les coefficients Ai ot les seconds membres D; pour 
les à correspondant aux nœuds frontière y et à certains nœuds inté- 
rieurs adjacents à la frontière. Pour mener les calculs au bout on sup- 
posera que la frontière est rectiligne au voisinage du nœud étudié. 
Bien plus on supposera pour la simplicité que x (x) = 0 sur la por- 
tion de frontière considérée. 

Soit x; € &w el x; EY, où à == (à, + 1, à). On supposera que 
le nœud x; est placé à l'origine des coordonnées, i.e. à, = ê9 — 
et que la frontiènc F”, au De de ce nœud, a pour équation 

CE To Eu = (54) 
OÙ 0 L0,,0, < 1. 

Calculons les coefficients et les seconds membres des équations (51) 
pour le nœud intérieur (0, 0) el le nœud frontière (h,, hk,). Numéro- 
tons les nœuds qui nous intéressent de la façon suivante: 0 est le 
nœud de coordonnées (0, 0), 1 le nœud (4,, 0), 2 le nœud (0, :), 
3 le nœud (—,, 0), 4 le nœud (0, —h;) et 5 le nœud (k,, h.). Portant 
dans (52) les expressions des dérivées ôn;/0x, de (20) $ 2 et tenant 
compte du fait quo les coordonnées des points d’intersection de la 
frontière d’équation (54) avec les droites x,/h, — tofh, — 0 et x;/hy — 

— Zolh, = +1 sont respectivement 


(re UC a), (- Bt @e) hu, (1+6:) 8 ZE 


Oi--02 ? 61-F0 64 -1- 0 O1 + de 
04 (+ 02) (1 — 63) de 
(*Æ D +0 ls — 04 +8 k F 


on déduit les coctfficients des équations, soit: 
pour le point 0: 


At. 02 64 (1+ 202) A = ___h1 6 (1--20:) 
TT 7 2h 0, - |- (PS L 2h) 01 + Oo ? 
Poe _ho_ 014 2024 20102 — 010% 
CRE 2h 04 +- Bo | 
Ai Mme 20, + 02 + 20107 — 070% 


Ag = —(AÏ+ AË-+ AÏ+ AS) 
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pour le point 5: 


1 Chi (9 AUS RS RS ho 6,02 
A 2h O; |- O4 |-6o ? A; lee 2h O1 + D | 


Aï= — (A; + Ai). 
Portant dans (53) l'expression de n; (x) (16) $ 2, il vient 


D= | (mdr | g(r)m(ds, 
GNG[0] 


= | fa)ma)dr+ 
GNG(5] 


g (x) n5 (x) ds. 


1 


Si les fonctions j (x) et g (x) sont constanies au voisinage du point O0, 
alors 


hih 2 
Po = OERERE [3 (01 + 02)? + 60,0 (01 + 82) + 0703 (01 + O2) — 
: : V h207 + h202 6,6 
— 20309 (05 + 093 + gLRES (1— 4), 
__phaho 00 V LUE 
Ds 6 O+0 F 2 (01 + 02) Gé. 

Portant les coefficients trouvés et les seconds membres dans (51), 
on obtient les équations suivantes : 
1 Ë (1-1-20e) vi—vo 04-202 20102 — 0406 le 


hi L'2(01+0) hu 2 (01 4-02) h4 | 
Le L = [ 02 (14-20:) y2—Yo Oo 1-201-+ 2030 — 002 2 os es 1 +5. 
ha L'2(0+02) ho 2 (04 + 09) 7 hahe 0 
ho 0105 y5--Y2 Le GG V5 _@ 
2 64 + Oo hs 2 6, 6,-F6 Ro sd 


$ 4. Problèmes aux limites pour systèmes 
d'équations de la théorie de l’élasticité 


Dans ce paragraphe on indiquera Îles posilions des principaux 
problèmes de la théorie de l’élasticité d’un corps isotrope dans le 
cas d’une déformation plane. On composera des équations discrètes 
qui approcheront les équations d'équilibre et les conditions aux 
limites pour elles. Tous ces problèmes seront étudiés sur un rec- 
tangle de côtés parallèles aux axes de coordonnées. 

1. Principaux problèmes plans de la théorie de l'élasticité. Au 
$ 1 chapitre I, on a montré que le système d'équations d'équilibre 
d'un corps élastique isolrope homogène, faisant l’objet d’une défor- 
mation plane, était de la forme (31). Si le corps n'est pas homogène 
el que la déformation reste plane, les équations d’équilibre s’écri- 


12% 
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vent alors en vertu de (30) $ 4 chapitre T: 


Fr (Ou 03) + (ua) + 
+ Vas)+ss (re) +8 0 


(1) 


Vas) + (na) + ” (ax]+ 
a (C pi -+ À) a+)+P= 0. 


On rappelle que dans lo système (1) les fonctions inconnues u, (x) 
et u, (x) figurent les déplacoments du point suivant les directions 
des axes Or, el Ox, respectivement et que À (x) > 0 et um (x) > 0 
sonL les cocfficients de Lamé qui caractérisent les propriétés élasti- 
ques du corps. 

On peut poser pour le système d'équations (1) le problème de la 
recherche du vecteur u == (u,, u,) sous réserve que le vecleur x 
Soit donné sur la frontière F du domaine (premier problème aux limi- 
tes) 


U "= Lis Us = Le PpourxeF. (2) 


Si les contraintes sont données sur la frontière du domaine, on 
obtient le deuxième problème aux limiles. En vertu de (28), (29) et 
(32) $ 1 chap. 1 les conditions aux limites seront alors de la forme 


7, 2u2 


(GA + 2) re 1e (#1) + 
Lu (= Ou +2 _ 7.) cos(n, æ)= —f1, (3) 


EE 
un (+ +) cos (n, 21) t 
(ASE (AD) SE) cos (r, ze) = —f 
EPA - ( + UM OS ( 2 29 


où n est la direction de la normale intérieure à la frontière F. 

Si sur la frontière du domaine sont données la composante nor- 
male du vecteur déplacement et Ja composante tangentielle du vec- 
tour contrainte, on a le troisième problème aux limiles 


U COS (2, X1) + Us COS (n, Te) = £, 


‘ 6) 
D [2 Es — Fa) cos (n, 21) COS (n, Ze) + (4) 


+ Sa a. ous =) (cos? (n, x.) —cos? (n, z3) | = — f. 


Ote 
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Le problème mixlo est souvent posé pour le système (1) lorsque 
des conditions aux limiles de différente espèce sont données sur di- 


verses parties de la frontière. 
Ecrivons les conditions (3) ct (4) dans le cas où la frontière est 
parallèle à l'axe Or, et le domaine silué au-dessus de Jui: 


Ô Ô 
(te) — he 0), 


Ô Ô 
hs (A QU) EE = — fa (trs 0), (5) 
Ô ô 
u=g(e 0), H(S+ Se) = — (en, 0). (6) 


2. Approximation discrète du problème (1), (3). Soit à construire 
un schéma discret approchant le système d'équations (1) avec les 
conditions aux limites (3) dans le cas où le domaine cst un rectangle 
de côtés parallèles aux axes de coordonnées. On se servira de la mé- 
Lhode de Ritz. 

Soit G = {x — (x, 29) [0 Lx, 1, « — 1, 2} et | la fron- 
tière de G. Il est immédial de vérifier que la solution du problème (1), 
(3) dans le domaine G, si elle existe, réalise le minimum de la fonc- 


tionnelle 
l1 02 


J(u)=W &)— | Î (Fit + Fous) des do — 


0 Ù 


— [/1 (T1; 0) Uj an fa (T1, Le) Ui + fe (Z1, 0) Ua “+ fa (T1, 2) U2] dx — 


Fe Î [1 (0, Ze) Wa | f1 (lis Lo) Ua + fa (0, Ze) Ua + fa (li, Ta) Uo]dte, (7) 
0 


où 
lt 2 
mot TS {ete 
HA (+) +u (et) du dm (8) 


est l'énergie de déformation élastique du corps. 

On appellera solution du problème (1), (3) le vecteur u — (u, w2), 
Ua € W,(G) qui minimise la fonctionnelle (7). 

Comme le veut la méthode de Ritz approchons l'espace W! (G) 
par un sous-espace de dimension finie V et appelons solution appro- 
chée du problème (1), (3) le vecteur x = (x,, ü,) ü, € V qui mini- 
mise la fonctionnelle (7) sur Y. 

Construisons l’espace approximant comme au pt. 2 $ 2 à l’aide 


de la méthode de Boubnov-Galérkine. Plus exactement soit © — 
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= {z2=2;— (ri, x$4)} | £a) = lohar ho = lolNasia = 0,14, ..., 
... Nas @ = 1, 2} un réseau régulier rectangulaire dans le do- 
maine G, Divisons le domaine G en mailles rectangulaires de côtés 
h. et h, et de sommets les nœuds du réseau ©. Supposons que G li] =: 
= {r—(x, 2.) aa Lx, & 2$aTl)} Les droites qui passent par los 
sommets opposés (zln), xf)) et (xfu+1), 2(:+1)) partagent les mail- 
les G [i] en triangles. Notons les triangles supérieurs gauches A* fi] 


SN 


Ày 
Fig. 22 


et les inférieurs droits A7 (il. (La figure 22 représente la partition 
du domaine G en triangles.) Pour sous-espace V de W1 (G) prenons 


l’espace des fonctions continues dans G et linéaires sur tout tri- 
angle A* (il. 

On cherchera la solution approchée du problème (1), (3) sous 
la forme 


u(x)=(u: (x), ua (x)), 
” Ni N2 = 
Ua (&) == D? 2 Yas52jii2 (X), @ = 1, 2, xEG, (9) 
31=0 720 


où {n; (x)}, Ï = (j1, j.) est une base de l’espace Y. 

Pour se servir de (9) il faut se donner une base dans V. Il est 
évident que l'on peut prendre l’ensemble des fonctions continues 
dans G linéaires sur chaque triangle A% [il] et telles que chacune d'el- 
les soit non nulle en un seul nœud du réseau w. On supposera que 
ni (ri) = 1. Dans cette base les coefficients de (9) représentent 
les valeurs de la solution approchée aux nœuds du réseau «. 

Il est évident que chaque fonction base n; (x) est non nulle dans 
l’un seulement des domaines hachurés de la figure 22. L'expression 
de la fonction coordonnée n; (x) pour 0 <i, <N,, & = 1, 2 (la 
fonciion correspondant à un nœud intérieur du réseau «) est de la 
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forme (16) $ 2, où en vertu de l’uniformité du réseau ©, il importe 
de poser hÿ = h,. Si l’un ou les deux indices de la fonction to 
prennent les valeurs 0 ou WN,, l'expression de cette fonction peut 
être déduite sans peine de (16) $ 2. La figure 23 représente les fonc- 
tions n, (x) dans les domaines où elles ne sont pas nulles. 


Fig. 23 


Trouvons les équations que doivent satisfaire les paramètres 
inconnus y, de (9). À ces fins portons ü (x) de (9) dans (7), (8). On 
obtient ainsi une fonction J (ä) qui dépend de 2 {N, - 1) (N, + 1) 
variables y, :. 

En dérivant J (ä) par rapport à ces variables et en annulant les 
dérivées premières, on obtient un système d'équations linéaires 
algébriques pour la détermination des paramètres y, ;152. Ce système 
s'écril 


Ni LE ÿ 
- À 
31=0 j2=0 P=1 


RATER = Paisios la =0; ..) Na: QG — 1, 2: (10) 


l1 l2 


ne OM; OM: ON; Mio 7 
ah ( [ (A+ Di) SE on cl dr dts, (Ai) 


0 0 
l1 2 : 
& & ôv: : ôn; s ôn:,;, On;:,; 
652 132 © lisie 3132 i1i2 
a | À [ae Gus + Qi Qu an ds 
0 
@, B=1, 2 af, 
l1 02 
Que = À À Fami des dre À famus ds. (12) 


ü 0 [ 
Calculons les coefficients AP? à partir de l'aspect des dérivées 
ôn:/0x4 qui sont définies par les expressions (20) $ 2 pour kg == ha. 


De (11) et (20) $ 2 il s'ensuit que Aÿÿ2 0 pour [a—h|>1 ou 
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l—j1>1. De plus 4643 412 468$ 88-10, Donc souls peu- 
vent être non nuls les coefficients 


APiriz APE 2 Air, 4241 APE ARBRE ASirtt. LR 


œiti2s œiii2 œl11i2 aiji2 œiti2 œiii2 


Supposons que les coefficients de Lamé À el sont constants. 
Calculons d’abord AB pour és Æ 0, Na, à == 1, 2. 


1 kg ha 
AG = [A+ 2u) Lire J a Æ$ 


Te hk 
Ale = Ag = — 2 (A+ 2p), 


hi 
1is, i2+1 dis, 421 h; 
A isto = aAiti2 op H; 
2 
2-1, i2_ 42iiti,i2 __ __ Re 
AERTE — À; 2isiz dE hi M: (13) 


: Qi, i2+ 1 0 
Aa = Ait = — ph 2p), 
— 4, i2- i 
AGE be quo itLQ, AE — (A+), 
AP 1. 12 | =. AJUTL 2 AS, 12— 3 — AP isti À-tu 
RME 


œiti2 ai1i2 aiti2 œiti2 ’ 


œlii2 œisio 


Piel i2+1 Pis—1, i2-1 __ se (à -+u) 
Af = À = — LEE, 


Calculons maintenant AP pour i, Æ 0, N,. En vertu de la remar- 
que précédente, seuls peuvent être non nuls les coefficients 


APi10 Ait! VAS ETES AFS Le Ait, 1 


ai10) æi10: œi:0 œi10 ai10 


qui sont respectivement gi à 


AUD — FE(A F. p) + <E ph, aZf, 


Ait hi 
ai To M; 
{ii+i, 0 lis—1,0 ho 
Ag +. is SAME 2h1 (À “+ 2), 
Ai À 9 
0 = à (A + 2u), 
2i1+1, 0 2i1-1, 0 h 
Ad = A0 = ME 7 M (14) 
1,1 
Aëï te! = 0, 
0 1... : À 
AE = APT — | + AZ B, 
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2 
2i1+1,0. {ii—1 
A0 == À, 0° — 


AC 0 _ = Alt U 


À 
Z' 
H 
1110 2110 = 9 


Calculons enfin les coefficients À RU qui figurent dans les équa- 
tions correspondant aux sommets inféricurs gauche et droil. 
Pour le point (0, 0) on a 
AUQ = + Er ha . u), a=Æ$, 


A4!19 ho À +2p 
100 Rx D) ’ 
101 hk 210 h 
A+, Abe —je +, (15) 
hy À-F2 1 0 
A RER. el 2D, A0 a2p, 


aN10 pe 2 hg 2° 
AN1= 1, 0 ho _À+2p 
1N10 L hi 2 ? 
1Ni1 hk 
AIN0 = — + 
2N1-1,0 ho N 
A5N:0 Fr, 0. 
2N11 hi À+2 
ASN10 = h É : (16) 
N10 À + 
A 10 = — . a -Æ$, 


2 
2N11 INi-1,0 À 
A{N10 — AonNio Ÿ — ee 


Portons maintenant (13) à (16) dans (11). Toutes transformations 
faites on obtient: 
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les approximations des équations 
(A + 2h) Ga) + (as + ICE L(Y2)xsxe + (a) mixe) = 


1 
he VE (Z1s Z2) EQ 


AU Lt 
5) ((Ua)xixe + (sx) + hu (CDS + (à + 2p) (D 
1 
= hi Pas (Lis Lo) CO, 
les approximations des conditions aux limites 
} 6 
be (Gaez-E (Va)asl + > | [(Q-+ 2u) (UNE + +R) (Ya)xixe) = 

ne 

h (18) 


À (Ut) + (A HU) (Ya)xr + 
) = 
To 2 LCA + u) ( ) (Ui)xixo + IL UD — Sr pour zEw, 
Lo = 0, 0, li, 


les approximations des conditions aux limites aux sommets 


: + 2) (Ya)ss + À (Yo)xel + 


he 2 he 
hal 2 
+ ee be L(b)as + (a)er] + HN) (Babar = — 7 Pas 
(19) 
h: 


mare LA (has + (À 2H) (ÿo)aal + 
hiho 


+ Re M ((Y4)xe + (Y2)a4) du hithe (À + LU) (Ya)xixe = 


= OUT Ty = Lo —0 
h4 + ho Pz P LE A 


— EE (AA Qu) Gi), + À (Bal + 
+ U (Yi) + ODA ER ie O1, (20) 
+ — [(A + 2u) (Yahxe + À (y) — 


2 
+ LU [(Y1)xe + UDEA Mi Ÿ 


pour æ=l4, te =0. 
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Sur les autres parties de la frontière les équations s’écrivent 
comme (18), (19),, (20). 
Calculons l'erreur d'approximation des équations (17) à (20). 
Il est aisé de vérifier que les erreurs d'approximation des équations 
(17) sont 
1 


Va(n)= (pe Fa(r))+O(+RD ze. 


hiho 
Mais (12) entraîne pour x; €o 


Pa == | À ne (x) Fa (x) des des, 
G 


et 


Ÿ À Ga) des de — hits | Vi (x) (ee — 2e) dei des 0 
G G 


Donc pour F,(x) suffisamment dérivables 


Pa — Fa (t) = O (hi + h2) 


hiho 
et 
Pa (x) = O (SH R2). 
Pour l'équation (18) on a 
a (ss 0) — fa (ts 0) Fa (re O)+ PE HOUR), m5 0, be 


Et en vertu de (12) 
l 


Pa (es 0) = À À Fa (2) mo (x) dr + À mio (rs, 0) fe (æs, 0) dr. 


G 0 
Comme 
_. li 
[mue td #2, (io (es O)de hs, 
G 0 
1 


[ Mio (Tir 0) (x — 2) dx, — 0, 
0 


pour PF (x) et fa(xi, 0) suffisamment dérivables 


Pa (eus 0)= 288 Fa (rs 0) + hifa (is 0) +0 (ha (HE+ RE) 


et 
Pa (Eu O)=O(R+R), 20, 
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L'erreur d’approximation des équations (19) s'écrit 


hih , 2 
Pa (0, 0) = — fa (0, 0) — y l'a (0, 0) + Pa (0, 0) + 
4 0 ô2 ; 22 
RATE Le FA + halte À +) oxide + heu + | up ++ 
+O( +R), a Æp, 


en outre en vertu de (12) 


Pa (0, 0) — ( Î oo (£) Fa (x) dx + Moo (as 0) fo (x, 0) dti + 
c' 


2 
+ Î oo (0, La) fax (0, Lo) dr = HE fx (0, 0) +O(h?+h2). 
0 
Donc 


Pa (0, 0) == O (a + ha). 
On montrerail de façon analogue que 


Va (lu 0) = 0 Un Su h:). 


$ 5. Problèmes aux limites 
pour équations du quatrième ordre 


Dans ce paragraphe ou citcra les principales équations diffé- 
renticlles du quatrième ordre que l’on rencontre en théorie de flexion 
des lames minces élastiques. On se servira de l'équation biharmo- 
nique pour formuler les conditions de conjugaison pour équations 
du quatrième ordre avec toute sorle de conditions aux limites. Les 
conditions de conjugaison et les conditions aux limites s’inspirent 
de l’exemple d’une équation différentielle ordinaire du quatrième 
ordre. 

1. Equations du quatrième ordre. Au $ { du chapitre I on a montré 
que l'équilibre d'une lame mince homogène isotrope, sollicitée 
transversalement, pouvait être décrit dans le cas de petites flexions 
par l'équation approchée 


2 = Re LEE 1 
Mu +2 Hroa t S D : (1} 


où west la flexion de la . médiane de la lame, D -= Eh$/12 (1 — 
— v?), le coefficient de rigidité cylindrique de la ie: FE, le module 
de Young, v, le coelticient de Poisson, k, l'épaisseur de la lame, q, 
l'intensité de la charge transversale. 

Si le coefficient de rigidité cylindrique D n'est pas constant, 
ce qui n’est pas excin, dans le cas par exemple où l'épaisseur h (x) 
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est variable, l'équation d'équilibre s’écrit en vertu de (15) $ 1 chap. I 
el (19) $ 1 chap. | 


d?w Qw 


F0 ( EF SA. FA Pr )+ D (SE L) + Or? }+ 


D(A—-v-—=g (2 


Fm CEA nes dx1 02 


Si la lame est anisotrope ct possède, relativemenL à ses propriétés 
élastiques, trois plans de symétrie rmutuellemont orthogonaux, on 
dit qu’elle est orthotrope. Si l’on prend ces plans pour plans coor- 
donnés, la loi de Hook s’écrit 


Lo . 
£ VoE Vo = “—— {Eos -|- V E 
( 711 + 2 22) 22 — 1 Va Ve ( 22 | 1 11) 


L4 
L'on e nr 


Tao (Es) 
où E,; et E, sont les modules de Young, v, et v,, les coefficients de 


Poisson (E;v, — E;v,), G, lc module de cisaillement (dans le cas 


isotrope G — E/2 (1 +- v)). 
L'équation d'équilibre d’une lame homogène orthotropo est 


0 GT) dw 
Die HD rs + Da = (3) 
où 
DE pe Es 
17 42(1 — vivo) ? 27 12(1--viv) ? 


D; = D,v + 2D}, D} == nd = Gh3/1 2, 


(D, et D, sont les coefficients de rigidité à la flexion, D, le coef- 
ficient de rigidité à la torsion). 

Si en outre la lame orthotrope n’est pas homogène, l’équation 
d'équilibre prend la forme 


[D (eue) 4 [D (Sue) ]+ 


ot GT) 
4 D; Ori 07 T- 7. (4) 
On peul également écrire toute une série d'équations du quatriè- 
me ordre décrivant l'équilibre d'une lame mince dans le cas d’une 
anisotropie plus générale en tenant tompte des forces agissant dans 
sa partie médiane et d’autres facteurs, mais cela dépasse le cadre de 
cet ouvrage. 
2. Conditions de conjugaison d’une équation différentielle ordi- 
paire du quatrième ordre. 
Avant de formuler les conditions de conjugaison pour les équa- 
tions (1), (2), considérons l'équation (1) en dimension un. Il s'agit 
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de l'équation d'équilibre d’une tige homogène sous l’action d’une 
charge transversale 


BwV(x)= q(x). (9) 


lci B — EJ est le coefficient de rigidité à la flexion, £, le module 
de Youug, J, le moment d'inertie de la section de la tige, q, l'inten- 
sité de la charge extérieure. Il est d'usage de désigner par w la fle- 
xion, w’, l’angle de rotation, Bw”, le moment de flexion, Bw", la 
force de ‘cisaillement. Considérons une tige de longueur ! dont Îles 
abscisses des extrémités sont 0 et /. L'expression 


l 
W=+ z | (w"}2 dx (6) 
0 


est l'énergie de déformation élastique de la tige à la flexion. On 
vérifie sans peine que la résolution de l'équation (5) revient à trou- 
ver des fonctions w (x) qui annulent la première variation de la 
fonctionnelle 

l 


1&w)=W— | w (x) g (x) dx 
0 


Considérons un système de deux tiges dont l’une est confondne 
avec l'intervalle [—Z, 0] de l’axe x et l’autre avec l'intervalle [0, E]. 
On supposera que le coefficient de rigidité de la tige gauche est égal 
à B”, celui de la tige droite à B*. Supposons que les deux tiges subis- 
sent l’action d’une charge extérieure, d'intensité g (x). En vertu de 
(6) l'énergie de la tige gauche (resp. droite) vaut 


0 L 
= B- i B* ñ 
= [ (w")? dx (resp. à (w"y? dx). 
“1 
Introduisons la fonctionnelle 


T(w)=W-+Wi— | w(zx)q(x) dz. (7) 


. 


En annulant la variation première, on établit à quelles conditions 
de conjugaison doit satisfaire la fonction w (x) pour x — 0. On a 


ÔI — + 1 (w + t6w) ko = = 


<—_ 


L 
— B- | w'ôw” do + B* ( w"ôw" dx — | gôw dx. 
0 


Je 


1 
CC 
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En intégrant par parties et en supposant Ô7 =: 0, on trouve 
0 l L 
Br Î wIVOw dx + B*° | wIiVOw dx — [ qôw dx + 
SL 0 1 
+ B7 (w"ôw" — w"ôw) |? -+ B* (w"ôw" —w"ôw) |! — 0. 
La fonction 6w étant arbitraire, pour x = 0 on aura 
B” (w"ôw" — w"ôw) |; 0 — B* (u"ôw" —w"ôw) |:=40 — 0. (8) 


Pour z — 0 les conditions de conjugaison dépendent du procédé 
d'assemblage des tiges en ce point. On supposera que les tiges sont 
assemblées de façon à avoir la même flexion en ce point, i.e. 


w (—0) = w (--0). (9) 
Il est évident que celle condition doit être réalisée par la fonction ôw, 
i.e. Ow (—0) — ôw (--0). 
Si l’on suppose maintenant que les tiges sont rigidement assom- 
blées, i.e. qu’il y a coïncidence des flexions et des angles de rotation 
w" (—0) = w° (+0), (10) 
l'équation (8) prend la forme 
(B*w" PET D'u" |x= 0) ôw (0) = 
—(B'w" ke4o— Bu" lee 0) êw (0)--0, (11) 
puisque dans ce cas la fonction ôw’ esL aussi continue. 
Si l’on se sert de nouveau du fait que La fonction ôw (x) est arbi- 


traire et que l’on suppose dans (11) d’abord que ôw’ (0) — 0 et ensuite 
que ôw (0) — O0, on obtient 


B'w” Lx=+0 — B'w se o, B'w" Lx=+0 — B'w" PET (12) 
Supposons que 
BH, z<0 


B=B(e)={ B*, 2>0,. 


En se souvenant des notations 
Lolo = 0 (4-0) — 0 (—0) = vw — 


et en groupant (9), (10), (12), on obtient une collection complète 
de conditions de conjugaison au point d'assemblage rigide des deux 
tiges 

lo] = [w'} = [Bw”] = [Bw"] — 0, x—=0. (13) 


Considérons les autres procédés d’assemblage des tiges au point 
x = 0. Supposons par exemple qu’en ce point elles sont assemblées 


« 


par une articulation qui ne s'oppose pas à leur rotation mutuelle 
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(articulation parfaite). On pout alors supposer remplie la condi- 
tion (10) et l’on pourra se dispenser de la continuité de la fonction ôw’ 
an point x = 0. T'équation (8) s'écrit ici 
(B'w" |, =+0 — Bw" lx=0) Ôw (0) — B*'w"ôw’ x= +0 - 

+ Bw"ôw"|;.0 =0. (14) 
En se servant du fail que la fonction $w (x) est arbitraire et en sup- 


posant dans (14) que sont successivement nullos ôw’ (—0) et ôw” (+0), 
w" (—0) et ôw (0), Ôw (--0) et Ôôw (0), on obtient les conditions 


ee 
[Baule = 0, B'w" +0 = Fw" |: 0 = 0. 


n ajoutant l'équation (9) à ces conditions on obtiendra uno col- 
Jection complète do conditions de conjugaison au point d'assemblage 
des tiges par une articulation par/aile 


[uw] = w" (—0) — w” (+0) = [Bw"}] = 0, x = 0. (15) 


Soit la fonctionnelle plus générale que (7) 
0 


l 
TZ (w) — E | (w"}2 dx + + | (w")2 dx + 
U 


a 


+(+ w'r+ Eu?) _ fe wadx. (16) 


Ici & et $ sont des constantes non négatives, dont on précisera le 
sens ultérieurement. La présence de Ê w? (0) dans la fonctionnelle 


implique la continuité de w (x) au point x —0, et le terme $ Lio]? — 


= + {uw (+0) — w’ (—0)}? n’a de sens que si la fonction w’ (x) 


est discontinue pour x =- 0. 
Ecrivons la variation de la fonctionnelle (16) et transformons- 


la par une intégration par parties 


0 l 
Ô1 —B- ( wIVôw dx + B* | wIVôw dx — 
- ( 0 


l 
— | qôw dx + B7 (w"ôw" — w"ôw) |? ,; + 

21 
+ B+ (w'"ôw" — w"ôw) |} + à [w’] [ôw"]|x=0 + Bwôw |x20 . 


$ 5] PROBLEMES POUR ÉQUATIONS DU QUATRIÈME ORDRE 1493 


En annulant la variation et on se servant du fait que la fonction ôw 
est arbitraire, on a pour æ — 


{[Bu"] + Bw} ôw Lo + {—0 w’] + Bw"} Ow' |. + 
+ {a Lw'] — Bw”} ôw’ [er = 0. 


Le choix de Ôw étant arbilraire, en annulant successivement 
Ôw" (—0), 8w’ (+0), ôw (0) et ow” (+0), Ow (0) et Ôw’ (—0), on obtient 
les conditions de conjugaison suivantes pour la fonction w: 


[Buw"] = —$Buw |, _0, a [w'l = Bu” |,=_,, a [w'] = Bw" | 10 


En soustrayant ct en additionnant les deux dernières conditions, 
et en se souvenant que w est continue au point z — 0, on obticnt 
une nouvelle collection de conditions de conjugaison 


Lo] — 0, alw'] = Bw”, [Bw"l = 0, {Bw"] — —Bw, (17) 


pour x = (. 

Etudions la signification mécanique des paramètres & et B. 
Si l’on pose &« — 0, les trois premières conditions (17) coïncident 
avec les trois premières conditions (15); or ces dernières décrivent 
une articulation parfaite, En nous inspirant do cette analogie on 
appellera æ& le coefficient de rigidité de l'articulation. Lorsque 
a —> oo la deuxième des conditions (17) se transforme en la condition 
{w’} — 0, donc les trois premièros conditions se confondent avec les 
trois premières conditions (13). Mais les conditions (13) décrivent 
un assemblage rigide qu'il cst naturel de considérer comme infiniment 
rigide, i.e. de coefficient de rigidité & — co. C'est précisément ce 
que nous avons obtenu. 

Lorsque B —> la dernière des condilions (17) s'écrit w (0) == 0. 
Mais cette condition signifie qu'au point x — 0 les tiges sont sou- 
tenues par un appui rigide, de sorte que 6 peut être appelé coefti- 
cient de rigidité d'appui. 

Considérons maintenant tous les cas particuliers possibles des 
conditions (17). 

—B—0. 
[w]=0, uw; =wi—=0, {[Bw"]-0. 
La condition &« = 0 signifie que l'articulation est parfaite et la 
condition 8 — 0 qu’il n’y a pas d'appui au point x — 0. Ces con- 
ditions coincident avec les conditions (15). Ici w, = w (—0), wa = 


= w (4-0). 


2. a = const, B = 0. 
[w] = 0, aœafw'] — Bw”, [Bw'"] = [Buw"“] = 0. 


Cette condition signifie que l'articulation est à rigidité finie. 
8. « — 00, B = 0, 


13--0372 
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La condition &« — o signifie que la dérivée w’ esl continue au 
point z = 0 et donc que le terme correspondant ne figure pas dans, 
l'expression (16). De là il résulte en particulier que dans (16) on 
peut remplacer les deux intégrales par une seule, prise entre —! 
et !. Les conditions de conjugaison s'écrivent 


[w] = [w'] == {Bw"] = (Bw"] = 0. 


Cette condition signifie que l’asscmblago des tiges est absolument 
rigide et qu'on peut les considérer comme une seulc tige. Ces con- 
ditions sont confondues avec les conditions (13). 

4, a — 0, f — const. 


fw]=0, w=-=wi=0, [Bw"]= —fuw. 


Les trois premières conditions indiquent que l'articulation est par- 
faite et la quatrième condilion que l'appui est élastique au point 


d'assemblage des tiges. 
9. à = const,  — consl. 


[w].= 0, à [w'] = Bw”, (Bw"] = 0, [Bw"] = —fw. 


Les trois premières condilions traduisent unc rigidité finie de 
l’arliculation, la quatrième un appui élastique. 
6, à — oo, f$ = const. 


Low) = [w'] = [Bw"] = 0, [Bw"] = —fuw. 


Les trois premières conditions montrent que l'assemblage des 
tiges est absolument rigide, i.e. il existe une seule tige, la quatrième 
que l’appui est élastique. 

7. a = 0, Ê = oo, 


Uy = Wa = Ug =WQ = 0. 


La première et la troisième signifient que l’appui de la tige gauche 
est articulé au point x = 0, la seconde et la quatrième que l’appui 
de la tige droite est articulé. Dans ce cas les tiges sont indépendantes 
et peuvent être étudiées séparément. 

8. a = const, f = oo. 


wg = Wa = 0, alw']= Bw", [Bw'] = 0. 
Nous avons ici une articulation à rigidité finie soutenue par un 


appui absolument rigide. 
9, æœ =: 0, $ := oo. 


we, = Wa =0, [w'] = [Bw"] = 0. 


Au point » = 0 la tige est soutenue par un appui absolument rigi- 
de. 
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3. Conditions de conjugaison pour équations du quatrième ordre 
à dérivées partielles. Revenons maintenant à l'équation d'équilibre 
de la lame (2). Considérons une lame se isotrope occupant 
dans le plan Ox,x, le domaine G; — {x = (x, 2e) [OK ro € los 
a — 1, 2}. On a vu au chapitre I que l'énergie de déformation élas- 
tique à la flexion s’exprimait par 


l1 | 
4) fo fuur-20 nf 88e )T} and 
(18), 


Supposons que la lame est rigidement fixée par son bord x, = 0 
à la tige qui la soutient, tige dont le coefficient de rigidité à la fle- 
xion est B* et à la torsion C*. On sait que l'énergie de déformation 
élastique d'une tige à la flexion est 


L2 
Le ( ren a 
0 


et qu'on appelle énergie de déformation élastique d’une tige à la 
torsion la quantité 


1 F CT ) de. (20) 


2 Ôzx1 Ôxe 
0 


En ajoutant ces expressions à (18), on obtient l'expression de l'éner- 
gie de la lame soutenue par la tige 
li 


mes (D {auf 2) de des + 


Ÿ 0x? 0x4 0ty 
D 0 


me (ele en 


0% 0to 


“+ 


Considérons une autre lame couvrant le domaine 
G= = tr), —-L Lun <0, 0<z<l} 
et fixée par son bord x; == 0 à une tige de rigidité B- et C-. L’éner- 
gie de cette lame est 
(1 


Ws | (o{ Qup—2 (4) (5) ] bd des + 


ETES) 
—{1 0 


[2 
++ {le (Elec (Lan 


0x4 Üto =( 
0 


13* 
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Assemblons cos deux lames par une articulation el supposons que 
l'énérgie du sysième obtenu est 


RS m4 T{e [ar] +8}, dm (3 


De même que dans l'expression de l'énergie pour un système de 
tiges, ici « est le coefficient de rigidité de l'articulation, B, le coef- 
ficieunt de rigidité de l’appui qui est suscoplible d’oxister sous l’arti- 


culation. 
Ecrivons la fonctionnelle 


l1 !l2 
I(w)=W — | | g(x) w dr dre. (24) 


-l1 0 


Trouvons sa varialion première el annulons-la. En lransformant 
l'expression obtenue au moyen d'intégration par parties et en intro- 
duisant les notations 


M Ge PU Art): 
D! 2 
Qi (x) =- — 5 D (+ SE + v a +) 2-—(1—v) D RE , (29) 


on aura 
2 o ô 
07 — ( {M Fra Ôto li=+0 — Q:ôw Âx1=+0 — M EA Ôw |x1=- 0 + 
1) 
ô? 0?w 
+ Qi 0W ci 0 + EA (Br EF Gb far=+0 + 
0? _ dv 8 fn dl 
Lo Ôx (3 Ôx? Bwle=-0 — Ôto ( 0x4 022 
Fe) ._ ôw Ô 
ee (Cr ) ae Olue-o + 
ôw 
a D let p — 
xi— +0 T1 …)(# OU ar=+-0 


— 2 O0 [ao ) + BWÔW lues } dat 


4) 
) En OU |xs=+0 — 


ôw 
+a | Ôx 


où les points représentent les membres ne se rapportant pas à l’arti- 
culation. De (23) il s'ensuit que la fonction w (x) doit être continue 
pour æ, — Ü, par conséquent sa variation Ôw devra l'être égale- 


ment. 
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Là LA e 0 
En annulant maintenant les cocîfficients de Ôw, Gar W e1=+ 0 


ô | 
et —— 0w}:;2-0, on obtient 


Ôx4 
[Qi] |x1=0 =. Bu + Fe { (B* + pe A +} 


x1—=0 


dw ” Ô dv 

de [ ÔT! | x1—=0 3 de Ôte Ôx4 ÊTo x1= +0 lé 
ôw | ô dw 
_—_ = M (ce) 

” | ôx1 | x1—=0 ; 0x2 Ôx! ÔTa xi= -0° 


Les conditions de conjugaison auront une Îorme plus symétrique 
si l’on remplace. les deux dernières expressions par leur demi-somme 
et leur différence. En ajoutant la condition de continuité de w pour 


x, = 0, on aura [w] = 0, 
ef ]=r (D (rte) 
a (0) PT qe à CE 70 
Lo (Sr ver) le {a (Can) Lis + 
+ (Ces) 

[= 2( (+ Fr) +2 UND ES] = 
= — fo (B' +8) 


+ 


xi=-0 


x1=+ 0 +D (SE 0x? +Y _. +) 
x1— . : (26) 


xt +0 


? 


pour T = 
Utilisons les notations (25) pour écrire sous une forme plus sim- 
plifiée les plus intéressants des cas ROUE des conditions (26). 
1. G—= 0%, dre L 


| Ml 1Qi=0 pour x =0. 


Ces conditions traduisent le fait que les lames sont rigidement 
assemblées. Ces conditions peuvent encore s’écrire 


wi=-[<]=[2 = | D Fr | =0 pour x, —0. 
2. a—p—0, pris C'=C-=cC. 


[uw] = 


d?w ww p dv 
WI=MT (Cr) mao 0 (2 Er BE. 


Nous avons affaire ici à deux lames identiques assemblées par une 
articulation parfaite, et de plus les bords adjacents à l'articulation 
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sont fixés rigidement par des nervures qui travaillent à la flexion 
comme à la torsion. 


Dode00, D=0s: Dee D, Cr =C = C 
dw : ) dv 
ET M=2- (Ce), 


Ql=—237 4 7 (8 +) 


Ces conditions correspondent à une seule lame fixée rigidement 


par une nervure. 
ka—=p=-C-—-Ct-0,B*t=B=B. 


52 2 
[uw] fie = Mi Le 10 = 0, [Qi] = 27 Br pour Zi — 0. 


Ces conditions se distingucnt des condilions 2 par le fait que les 
nervures ne travaillent pas à la Lorsion. Dans ce cas les lames peuvent 
être considérées non pas comme élant rigidement assemblées aux 
tiges les soulenant, mais comme s'appuyant sur elles. 

5: @r= 00, Bes CT =C'e 0; PER —=:b. 


wi=[$]=[D$r]e0 (01-25 (85). 


La tige sert d'appui aux lames rigidement assemblées (une seule 
Jame). 

4, Conditions aux limites pour l'équation d'équilibre d’une tige. 
Ecrivons les condilions aux limites pour l'équation (5) au point 
x = 0. A l'expression (6) de l'énergie de la tige ajoutons les deux 
termes suivants 


L(w' (0) ot À w?(0), 


et supposons qu'après fixation de la tige au point x — 0 son énergie 
se melte sous la forme 
L 


W = À 7 | (wo) dr + & (w0' (0))2 + 20 (0). (27) 
Û 
Ecrivons maintenant la fonctionnelle 
l 
T&w)=W— | q(x)w(x)dx, 
(1) 


calculons sa variation première et annulons-la. En intégrant par 
parties l'expression obtenue, il viont 


l 
ôI = B w\VEw dx + B (w"ôw — w"ôw)|! + (ou ôw +.Bwbwp) |.0 = 0. 
1 
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De là on déduit de façon classique les conditions aux limites 
— Bw" + aw' — 0, Bw"-|- Bw == 0. (28) 


Voyons les cas particuliers des condilions aux limites (28). 
4. œ = B — o. La flexion el l’angle de rotation sont nuls. 
C’est la condition d'encastrement 


2. «a — 0, B — oo. La flexion et le moment sont nuls. C'est la 
condition d'appui articulé 


10 == d es 0, 


3. « = B — 0, Le moment fléchissant et la force de cisaillement 
sont nuls. C'est la condition d'extrémité libre 


w" == w" = (0, 


4. & = oo, B = 0. L'angle de rotation et la force de cisaillement 
sont nuls. C’est la condition de symétrie 


w' = w" = 0, 


9. & —= const, B — oo, La floxion est nulle, le moment propor- 
tionnel à l'angle de rotation. C’est Ja condition d'encastroment 
élastique 


w — 0, —Bw"-t aw — 0. 


6. à — 0, f — const. Le moment est nul, la force de cisaillement 
proportionnelle à la flexion. C’est la condition d'appui élastique 


w" = O, Buw" se Bw Le 0. 


Ces cas particuliers des condilions aux limites (28) nous suggèrent 

A a coefficient d'encastrement et $, coelficient de rigidité 
appui 

9. Conditions aux limites pour l'équation d’équilibre d’une lame 
isotrope. Revenons maintenant à l'équation d'équilibre de la lame 
isotrope (2), et établissons pour elle des conditions aux limites. 
Considérons une Jame rectangulaire couvrant sur le plan Oz,zx, le 
domaine G = {x = (x, 2) [0<x, SL, à — 1, 2}. On admet- 
tra que pour x, == 0 son bord est fixé par une nervure dont le coef- 
ficient de rigidité à la flexion est B et le coefficient de rigidité à 
la torsion C. 

Ecrivons les conditions aux limites pour l'équation (2) pour x, = 
— 0. L'énergie de la lame, si l’on ne tient pas compte de la nervure 
et du procédé de fixation du bord, s'exprime au moyen de (18), 
l'énergie de flexion et de torsion de la nervure par les expressions 
(19), (20) respectivement. Fixons d’une manière quelconque la lame 
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par son bord x, — 0 et convenons que son énorgie est 


l4 Lo 
0w 0?w 


= + | | { D (Au)? — 2(1—v)D Gi 
0 


(a) ]} end + + a Cr) +6 (a) de + 


Ecrivons maiulenant la fonctionnelle 
li Lo 
I (w) = W — [ À q (x)w(x) dx; dre, 
0 0 
calculons sa variation premièro et annulons-la, En faisant les trans- 


formations nécessaires et en ne calculant que les termes relatifs au 
bord “ = 0, on aura 


if {- D (+ var) a ot (52 D (ve) + 


0? 920 
+2 (1 — VD 02 | w+-sr BE ôw 


(ce) 0 _ Sy + à 2. D ge O1 -|- Buoôw } dt . + (30) 


Ôto Ôx; ÔTe / FA Ôx1! 
e. e La Ô 
En annulant successivement les cocfficients en —  ôwet ôw, on 


Ôx: 
obtient les conditions aux limites cherchées 


Ow GT) Ô dv 
" ôx4 =D(5r ôx? LES Fe ST) + CE (c Ôx1 09 ) , 


Ô o2w 02w 
Fm Dr + +) nee. (A —Y D 02102 
02 dv 
— — fr FES B 5 (31) 


pour æ, = 0. 
Ecrivons les plus importants cas particuliers des conditions (31). 
1. &œ — B — co. On reconnaît le cas d’une extrémité rigidement 
encastrée 
D == 2. 0. (32) 


Ôz! 
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2. a — C — 0, B — co. Nous sommes placés dans le cas d’un 
appui articulé 


0? 
w— DS +Lvy r)= 0. (33) 
ou 
0? 
we nr = 0. (34), 


3. a—$— B—C-0. Le bord de la lame est libre 
d?w 0?w 
D (5 TE a)" 0) 
0 0?w d2w 0 
3e, D (er +v 0x3 +) Ve _- (1 VDS _ = = 0. (59): 
4. &« — 0, B — B — 0. Les conditions (31) se transforment en. 
les conditions de symétrie 


6) 03 
on ap D oo 


9. æ = B == 0. La lame possède un bord libre fixé par une nervure. 

Attardons-nous encore un peu sur les conditions de concordance 
aux angles de la lame. Ecrivons à ces fins l'expression de l'énergie 
pour une lame rectangulaire lixée par uno nervure aux bords x, = 0 
et x, — 0 el raccordée de façon quelconque par ces bords. Aïffcc- 
tons les paramètres relatifs au bord x, = 0 de l'indice — 1 (exemple 
&._.) et ceux relatifs au bord x, — 0 de l'indice —2 (exemple B.). 
L'énergie de la lame sera 


pit f {a (R en (he Vus (ED 


+ 2 (© _) + p-au? 3 0 dx, 


où W est définie par (8). Ecrivons comme d'habitude la fonctionnelle- 
I (w) et calculons sa variation première. Annulons les termes de 
l'expression la variation qui se rapportent au point x, = x, = Ü 

dw 


ô 
2(1—V) D 0 — Bi to + —— 


d2w Ô Oo ô 
. au x LE Ôw — Bo _ Ge Ôw — 


Ô 6) 
+3, B- Or = E Ts Ope Cat pee Ô0 = 0. (37} 
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En annulant maintenant les coefficients en ôw, . - Ôw et . a. ôw on 
obtient les conditions de concordance pour 7 L D. — 0 


ND EEE _ 


ôx, 0x2 1 Le e e 2 0x? 


o— 


0?w GT) (38) 
Bi Tr 0x Hd Cu - 3 =0, Cu “x 0te 3e À Pr x? = 0. 
On pose ces conditions si seulement ôw, 2 &w ne s’annulent pas. 


Ta 
Si par exemple Ôw = 0 la premièro des conditions de concordance (38) 
n’a pas lieu. Pour B_, = C_, == 0, &« := 1, 2, on a une seule con- 
dition de concordance. 


2(1—wv) D — (39) 


Re ns 

Remarque. [Les conditions aux limites sont homogènes 
puisque nulle part nous n'avons tenu compte du travail des forces 
extérieures sur les lignes de fixation. Si l'on tient compte des forces 
en question les conditions seront non homogènes. 


$ 6. Approximation des problèmes 
aux limites pour équations d’ordre quatre 


Dans ce paragraphe on construira des approximations discrètes 
des équations d'équilibre, des conditions de conjugaison et des con- 
ditions aux limites étudiées au paragraphe précédent. On se servira 
de . méthode d'approximation de la fonctionnelle (cf. $ 3 chapi- 
tre IT). 

1. Approximation des équations d'équilibre de la lame. Considé- 
rons la plus générale des équations d'équilibre du paragraphe pré- 
cédent: l'équation (4) $ 5 d’une lame orthotrope non homogène. 
On supposera que la lame est rectangulaire et qu'elle couvre le 
domaine G = {x = (x, 2) |0< ze < L,} du plan Ox,r,. L'énergie 
de déformation élastique d'une lame orthotrope sollicitée par un 
effort ee a pour expression 


de 5 {2 ( me) +Di(E) F 


+ (Dave + Da) De Ge + AD (ES) 7) des des (9 


Soit la fonctionnelle: 
li le 
T(w)=W (w)— | | g(e)w(x) dr des. (2) 


0 0 
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11 est immédiat de vérifier que toute solution de l'équation (4) $ 5 
annule la variation première de la fonctionnelle 7 (w). 

Introduisons dans le ne G le réseau régulier roctangulaire 
© = &1 X &o, OÙ Oo = {le er Ga) |, xÜo) 1h le 0. À: 

, Né}, et approchons sur lui la fonctionnelle (2), (1). Pique 
seule l’approximation de l'équation (4) $ 5 nous intéresse, nous sup- 
poserons pour la simplicité que la lame cest fixée par articulation sur 
sou contour, i.e. vérifie les conditions aux limites (34) $ 5 

Remplaçons les intégrales des trois premiers termes do (1) et du 
dernier terme de (2) par la formule des trapèzes, et l'intégrale du 
dernier terme de (1) par une combinaison linéaire des formules des 
ne Compte Lenu des conditions aux limiles (34) $ 5, il vient 


We > 2 (5e) +0 (5) Div + Das) Le haha + 


#4 2 D (gr Ô%o )'Aahe + D Di) lala + 


o+ x o+ X @2 


+ > Di(S êzs É hiho + D D } lila}, 


*oXOi +01 X O2 

L le 

\ | q(x) w (x) dr dxs > quhihe. 
0 0 (n) 


Approchons maintenant les dérivées par des différences. Supposons 
que 

uw |, 

x, To 


et approchons les dérivées mixtes de chaque somme de telle sorte 
que la sommation correspondante puisse être effectuée pour les 


fonctions définies sur ©. En portant les approximations en question 
dans (2), on obtient l’approximation suivante de la fonctionnelle 
T (w): 


la (y) = Wa (y) — 2 q(x)y(x)lnhas 


— > {Di a) + Do (ya) + (Dave + Dovr) Van Vs x} Palo + 
(A) 


dr: D Dhs D D he+ 


© X w oŸ X Os 


de > De (Us) Rho + D D: (Yrix,)? hiha } , 


+@1 X (OS +0; X TO 
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Th (y) est une fonction des variables y (x) pour x — x, € w. En cal- 
dd. ses dérivées premières, en les annulant aux points x pour 
= 4, 3,  Ny — 2, on obtient les approximations de l’équa- 


ton (4) & 5: 
(Di Us Vase + (De (Us, + ET 
+ (Dig Desee + (Dig desss + (Di dr, + (DiYa)s x = (3) 
Si la lame cest homogène, l’équation prend la forme simple 
Diag + Diese + Dane, = % (4) 


OU 
D; = D,v +- 2D+. 


Si de plus la lame est isotropo, 2), -= D, — D; — D, on obtient 
l'équation suivanlo 


Aiy D VX xxx Æ Vs. + Jr = q/D. (9) 


1] cest aisé de vérilicr que l’erreur d’approximation de l’équation (3) 
est O (h° + h?) sous réserve que les coelficicents et la solution à ap- 
procher soiont suffisamment dérivables. 

2. Approximation des conditions de conjugaison pour une équa- 
tion différentielle ordinaire du quatrième ordre. Comme au pt. 2$ 5 
considérons un syslème de deux tiges, dont la première à l’état non 
déformé couvre l'intervalle [—/, 0] de l’axe Ox, la seconde, l’inter- 
valle [0, !] du même axe. Supposons que le coefficient de rigidité 
de la première tige est B7, celui de la seconde B*, et qu’elles sont 
toutes deux soumises à un effort transversal d'intensité q (x). 
À l’équilibre la forme des tiges est décrite par l'équation (5) $ 5 
dans laquelle il importe de poser B — B7 pour la première et B — B* 
no la seconde. On supposera qu’au point d'assemblage des tiges, 

— 0, la fonction de flexion des tiges w (x) vérifie les conditions de 
conjugaison (17) $ 5: 
[wo] = 0, & [w'] = Bw”, [Bw"] = 0, [Bw"J= — fw pour x = 0. 
(6) 


Notre problème consiste à construiro les approximations discrètes 
do ces conditions. Introduisons à ces fins sur l'intervalle [—Z, {} 
le réseau régulier w — {x — x, — ih |i — 0, +1, ..., EN} cb 
approchons sur lui la fonctionnelle (16) $ 5: 


) 
I (w)= + T | (wo)? dx + À "| (uw? dx + 
-l 0 


(l 
(ture) fr 0 
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à partir de laquelle on a obtenu les conditions (1). Désignons par 


= {mi li=0, +1, ..., (NW — 1)} l'ensemble des nœuds inté- 
rieurs du réseau @, par og == {li —1, —2, — (N —1)} 
l'ensemble des nœuds intérieurs du réseau sur l° intorvalle [—{, O1, 
par @g — {æ; |i — 1, 2, — 1} l’ensemble des nœuds inté- 


rieurs du réseau sur l'intervalle No, Il. Puisque seule nous intéresse 
l’approximation des conditions do conjugaison, nous admettrons 
pour simplifier quo les conditions d'appui arliculé 


w = W" = ( 


sont réalisées pour z -= +. On approchera les intégrales de (7) au 
moyen de la formule des trapèzes. En tenant compte des conditions 
aux limites, on aura 


AR 2 q(x)w(x}h, 


LEE … 


(uw) dx — D (w'"} h+(w;) +, 


Or 


Eur de — D ("PR + (wi +, 


%G 


we =w"(—0), wa=w" (+0). 


En portant ces approximations dans (7), on obtiont 


I (w) = + {5 > Éhe: (w"}2h— 2 a(a)w (a h}+ 


Le 
4204 E w? (0), (8) 
où 
1 (RE , . , 
= {5 Qi + (+ etre] }. (9) 


Remplaçons w” par les différences secondes 
D" nm Wyx, © € Ogs Os 


el étudions spécialement le procédé d'approximation des dérivées 
au point x — (0. 
Traitons d'abord le cas où « est fini et non nul. En vertu de (6) 


BB = (ge ge) ue (gr) top] 
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En portant cette expression dans (9), on obtient 
L= 4 {14 (+) hop. (10) 
Ecrivons l’approximation la plus simple du saut de la dérivée et 
étudions son erreur 
(us, — we) Lx=0 = [w] bot + (wa + we) + O (h?). 
En se servant de la deuxième et la troisième conditions (6) on aura 


(ws,—w) |ke0 = {1 + (+))} [w”1 bx=0 + O (h?) 


ou 
1 


, h 1 { i 
Who {14 (gt) } 
En portant dans (10), on obtient 
œ ah { 1 ; 
Lez (14 (gt) ) = 
a ah 1 4 =1 
= t+S (+) 
En négligeant la quantité O (k°), on oblient l'approximation de 
l'expression (10) 
h 1 — 1 
De {14 (+) } ww) (11) 
Voyons maintenant les cus limites & — 0 et & -= oo. Si « — 0, 
en vertu de (6) 


(ww) |, , + 0 (R?), 


(0, — w) + O (2). 


Wy = wi = 0, 


donc 7, est nul. En posant formellement & =: 0 dans (11), on obtient 
l'approximation 7, = 0. Si & — oc, en vertu de (6) {w’l:=o == D 
el l'expression (9) s'écrit 


= {8° (wi)+ 87 (wi). (12) 
Dans (11), si &œ — , on obtient 
B+B7 
Lo le. 4 TE) Wr we). 


En développant en série de Taylor, on obtient 
B'B" hB+B” : : 
h (B* + B”) (Ws — w=)? — 4 (B++4-E5°) (wa + US }? + O (h3). (13) 
En vertu de la troisième condition (6) B*‘wa — (Bu, donc 
BB (uû + wÿ) = B'B" (uë) + B'B (wi) + (Btws) + 
+ (Bus) == (B* + 8°) {B* (wa)? + B7 (ws)?}. 
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En portant coite expression dans (13), il vient 


B+B” honses à Mis 
os We va) = (BT(wa) + 87 (ue)} + 0 (k). 


En comparant avec (12), on s'aperçoit que pour & — o l’approxi- 
mation (11) admet l'erreur © (h°). 


En portant maintenant toutes les approximations dans (8) on 
obtient l’approximation discrète de la fonctionnelle (7): 


h= ri Dh D (th —2 D qu} + 
Or © [A 


Re CO) 


Transiormons dans (14) les termes qui se rapportent au point 


x = 0: 
+ {1 + Se (-- .  … se 


TT 
Soit 
(57, x C Og) 
| B*, x € Wa: 
B= | 2p-p+ 


1 
nm À 0 
B” |-B* œh f 1 , 1 |} | 

| Fe (+5 j 


(14) s'écrit alors 
hy=+ D (œ) (us) - Fo 2 y(x)hk. (15) 


L'approximation de la fonctionnelle (7) est ni. I} (y) est une 
fonction des variables y (x), x € w. En la dérivant par rapport à 
y (x) et en annulant les dérivées premières, on obtient les équations 
suivantes en x; pour à —=0, +1, ..., + (N — 2): 


(Bus). — BÔ (x) y == q (x), (16) 


où Ô (x) est l’analogue discret de la fonction delts. 
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Pour x = 2h, +3h, ..., + (1 — 2h), à partir de (16) on 
obtient l’approximation ordinaire de l'équation (5) $ 5 


__ gq{(x) 


XXXx BE ? 


et pour x — 0, +kh l’approximation des conditions de conjugaison (6). 
Examinons ces équations. On supposera pour la simplicité B- — 
== B+ — B, En transformant (16) pour x == 0, +, on obtient les 
équations suivantes 


1 1 
B( ve 0) Ven (0 — am 5 (0) = ab), 
2 
B (vs OH as Yxx (0) + y(0)=9 (0), (17) 
1 1 
B ( Vixxx (0) 4 h (1 Hah/B) pere (0) TT Ra (1 + ah/B) Yxx (0) ] —= q (h). 


Montrons que les équations (17) approchent effectivement les con- 
ditions de conjugaison (6). Pour cela écrivons tout d'abord les con- 
ditions (17) sous la forme suivante : 


B Tex VXxx 1 4 
h ” h(1+ œh/B) Jake he + œh/B) vx) =q(—h), 
Vans Var 2 . 6 
8 | EE am") + ya (0), (18) 


Yrxx — Yxx 1 1 . 
B ( ue h (1+@h/B) Ve — 70 om Vs) = 9) 


Sauf mention du contraire, l'argument est nul partout ici. Ajoutons 
les expressions obtenues et multiplions cette somme par . 

Toutes réductions faites, on obtient l'approximation de la der- 
nière des conditions (6) 


B (Yxxx — Y==x) =. — Py + 3hq (0) + h$q=.. (19) 

Mettons la première et la troisièmo des équations (18) sous la forme 
suivante 

ee _B(+ COR 35) = (—h) 

h (1+-œh/B) V3 h? Vrz y Yrxx ni | L 20) 

1 1 œ ( 

B(Vaxe— pr Yax) + h (THE ah/B) L js = (h). 

Otons la deuxième équation (20) de la première et multiplions cette 
différence par h?: 

B (Yxx — Vzz) = RD (Yexx + Yzzx) — (ga (h)—g(—h)). (21) 


On reconnaît ici l'approximation de la troisième des conditions (6). 
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Récrivons enfin l'équation (20) sous la forme 
FAT (Yx — Yz) —B (+ Vsz+ + ap ) =q(—h). 
5 (+ Yasx = Yex) Fran (Yx—Y;) = 9h). 


En ajoutant ces expressions ct en multipliant leur somme par h?/2 
on obtient l'approximation de la deuxième des conditions (6): 


(02 B 
47-œhjB (Yx — y) = 5 (Yrx + Vsx) — 


B] 
— (yet) ++ gs (22 


On vérifie immédiatoment que les expressions (19), (21), (22) 
approchent Jes conditions (6) avec une errour d'au moins © (h°). 

3. Approximation des conditions de conjugaison pour équations 
du quatrième ordre à dérivées partielles. Construisons l'approxima- 
tion des conditions de conjugaison (26) $ 5 pour l'équation ce $ 5. 
Pour HRDNSE los calculs on supposera que C* — C7 = 0, = 


D" = + dans les conditions de conjugaison, et que D, = Da 


dans l'équation (1), où comme précédemment v, = v (—0, x), 
Va = V(+0, x,). Sous ces hypothèses les conditions (26) $ 5 devien- 
nent 


ô 6° 02 
{w] = 0, a | = =D tv), 
0? 
DS + Te 0, 23) 
[63 CT) 
L + HE Copé ee | — Poe ER LD 


On se servira de nouveau de la méthode d'approximation de la 
fonctionnelle pour construire les analogues discrets des conditions 
(23). Pour cola adressons-nous à la fonctionnelle (24) $ 5, (23) $ 5 
d'où l'on a déduit los conditions (26) $ 5 et récrivons-la, compte tenu 
des hypothèses faites, ‘sous Ja forme suivante : 


[{(w)=W — | [ q (x) w dx; dre, (24) 


où 


ALES ICE- V+pu+B()} dm (25) 


T2 


14—0372 
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et 
li 
m2 f((S (es 
+2(1—w) () }dm des, (26) 
0 
2 | TE 28 


+2(1—) (2) }des da (27) 


0x1 ÔTo 
Considérons dans le domaine G ={x=(x, 2)|[—L<m<l, 
OZ: Ll2} leréseau régulier reclangulaire © = &@1 X & — 


{2 (2, de) [To CE Do, @ = 1, 2} où w, et w, sont des réseaux sur 
les intervalles ]-—74:, 1 et [O, 2] respectivement et de plus 


O1 — Qi, g Ü O1,d4 el 
O,ge={tlu= à, ii = 0, — À, 7 — N;}, 
Qa=tnlti= hs 0, 1, ..., Ni 


Supposons que w, est l’ensemble des nœuds intéricurs du réseau w, 


et 0,r (©, a) celui des nœuds inléricurs du réseau O1, (@1, a): 
Notons 


O = O1 X Dos Op = Dig X Oo Og —= id X Go, 
y = EX {og U wa}. 
Supposons par ailleurs que 


+ — + 4 — — 
OÙ ge = Gi On,dr D, d = Di Nes TO, g = O4 KO, ds 
O1,4 = O1 NO, ge 


Comme pour l’instant seule l’approximation des conditions (23) 
nous intéresse, nous supposerons pour simplifier que la fonèlion 
w (x) vérifie les conditions (34) $ 5 sur la frontière du domaine G, i.e. 


dv 
w=-r = 0. 


Approchons les intégrales de (24) à (27) par leurs formules de 
sommation. On se servira de la formule des trapèzes pour l’intégrale 
du dernier terme de (24) et les intégrales des trois premiers termes 
do (26), (27); et des combinaisons linéaires des formules des rectan- 
gles pour la dernière intégrale de (26), (27). 
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En tenant compie des conditions aux limites pour la fonction 


w (x), on peut poser 
y lo 


( Î gw dx, die > qUhihe, 


—l1 0 w 
D w \2 d°w \2 F?w 0?w 
WT > {| +) Ho) Tes eg ) Mat 
Le 
(1 —v) D 1 dv | 0 
LE a { >» ôz, J haie + £ (= =.) hiho + 
af gX02 +04, gX0ÿ 
à 0w dw \2 
+ = (x =) haha à D (= =) haha } + 
1 gxX+o2 +04, g* *o2 
D hiho ô?w \2 dw \2 dw Ov 
F2 2 {(e) +(r) +25 ox f° 
Y 
" D ôw \2 d2w \2 dw Ôôw 
W° (w) Tè {{ 92 +( 02 ) Æ NE Gr) haha + 
d 
(1— v) D d’w \2 
7 4 { 2 CE =.) Praha D Ce Ôto à lala + 
o1, axXwi *o4, a*®3 
A 

LE: 2 ee ÔTo ) fahat 2 (= to k hat } + 

wi dxT0, F0, aX*02 
D <1 hiho dw \2 ô%p \2 6w 0 
Fire { êr + 7) FIVE Ge fe 
Ÿ 


Supposons par ailleurs quo 


LT (E + [22 1 + put} dus 
> {B(5e) +a [El + sue |) ho. 


2 
ÔxS 


Remplaçons les dérivées secondes figurant dans les formules de som- 
mations sur &, et ©4 par les expressions aux différences secondes 


7} 
cms op —_ 
2 e 
(4 Xo To 


Ecrivons séparément les dérivées mixtos de chaque somme. Sup- 
14% 
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posons que 
L D o 
Wi (y) = 5 > (Ux x.) à Ve li à NY = x roro) hahs + 
Êg 
DITES 
Lt) z 2 { D) Gr) hit > x) haha + 
01 exX04 04, gX0S 
+- » (Uz )7 hiha LA D (Yxixe)? haha } ; (28) 
O1, gX+0: 04, gX*@2 
W (y) = + D (sa) ++ yes) haha + 
eq 
D = 
+20 { DO Gsdhhot D (us) haha + 
of, 4X0+ *o4, 4X @7 
+ YO Ghot D (Gnadhihoh, (29) 
Of, dX*®s VAL 


J1 nous reste à approcher les dérivées dans la somme A (w) h,, où 
© 


ae (Sr) (ar) + (Sr) ar + 
+ (ra (a+ EU 
(ere +s() se). 00 
Supposons que «& est fini et non nul. On déduit alors de (23) 
2 (&rtven) +(rvar)eS CET 
En portant cette expression dans (30), on aura 
A(w)=-- (+ SE 2. F)l= F + 
+8 + AD (A0) (SE) + Eu. (31) 


Écrivons l’approximation la plus simple du saut de la dérivée 
[dw/x;l, =, et étudions son erreur 


nv) =[ TL + (Bt (8) +00 


Xx1—0 2 
[ | 
Ôx4 


eh (Be 
—mv%| +04. 


Oxi Xs=0 


x1=0 
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De (23) il vient 


0% 02w 02 ô?w 20 ôw 
(Crver)+ (Set ve } = a | 
donc 


œhy \ T Ôw 9 
“sl W:) L=0 = Fes (14% } [ ôx Le — hi | 073 |xy—0 


x1—=0 ? 


+ Oh). 


[æ a = (Wave) lie + nv ee] +00}. 


En portant cotto expression dans (31) et en remplaçant 6/67; 
par __— aux différences seconde on obtient 


{ 
A (w) =: = . ie {(Wzs — bo) + have. Mae O (hi + h5)}-!- 


+5 {BH MD (1—v)} (0e. Eur O(R). (82) 


Traitons les cas limites & — 0 et & — oo. En posant & = 0 dans 
(30) et en tenant compie de (23) on trouve 


AG)=5+{B+hD (Av) (Er) Eur. 
Mais les termes principaux de (32) approchent précisément cette 
expression avec une erreur de O (h?) pour & := 0. Faisons maintenant 


tendre & vers co dans (30). En tenant compte de (23) on établit de 
nouveau que 


TTC EE 
+7 (84) (Ge) +0) 
Lorsque &—> co, l'expression (32) devient 
A (uw) = {ue + "se + O (la + hill) + 
+R {B+ MD (1—v2)} (we, + É w2+ O(h?), 


donc ses termes principaux approchent (30) avec une erreur de O (h? + 


+ h2). 


1 
WiGW=z Dh cr Gas — V5) + 


Y 
2hav 


+ | B + h,D ( 1 — ri) | (Uxoxe)? “+ 1EohjD (tx, Eu Wr) Wrgza } É 
(33) 
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L'approximation discrète de la fonctionnelle Z (w) de (24) s'écrira 


Îh (y) =W} (y) Ké 2 Qyhihe, (34) 


Wa) = Wi (y) + Wi () + Wi (y), 
et Wiy), Wi(y) et W£ (y) sont définis par les expressions (28), 
(29), 3 . 
Transformons W} (y). En remarquant que 
œh: | 
Ga) = og (tr ): 


on M pour 


R (u) = + 2m {( Tran ) Pa + 


ATEN ST va) + 2 (1 50) Vaux } - 


,COrParons les expressions figurant sous le signe somme dans 


W} (y) et sous le signe somme sur &,ça dans WŸ (y); elles ne dif- 
fèrent que par les coefficients en les différences. 
Notons 


D =D (1 (m)), 
D,=-D(1-(5 5-5) 6m): D-D?, 


où Ô(zx;) est l’analogue discret de la fonction delta. 


(35) 


h;”, Ti —V, 
8 (2) = | 0, T1 EF O1: TU £ 0. 


Dans les nouvelles notations W;, (y) s'écrit 


1 
WG) = > hihe (Di + De (a) + 2 Vases) + 
A) 


UD Mat D Matt D le) + 


OrXWY +a,X&Y oi x+o, 
+ D lake (ar) } +72 hahaB6 (m1) v. (86) 
+o,xX+o 


Dans (34), [, (y) est une fonction des variables y (x) pour z € a 
En la dérivant par rapport à y (x) pour 2, Æ(l, — h;), x: ha, 
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1, — h, et en annulant cette dérivée, on obtient les équations suivan- 
tes : 
(Dis sas Æ (Days duo Sa (Davy er + 
+ (DiVye des FADiYe mx PO (1) y = Q (x), 
DA E(h—-h), 2h, l—he. (37) 
En posant dans (37) x, — 0, +h,, on obtient les approximations 


discrètes des conditions de conjugaison (23). Moyennant quelques 
transformations ces équations s'écrivent : 


4 1 
D (see — UF oh/D) Vaux REED) Ya, F 


V 
DL Jrrxixe + 2er, dE hi (1 =|- œh1/D) Vrxixs ne 


V — 
cu h? (1+-ah/D) Van) RL 
=(—h, 22), 


2 
Le { Pris F h? (1+-œh1/D) xx a 


vi B 1 
1 (1 = DEoh]D T Dh: | CRT UE (2 EE Er) Voxixixe + 


NUE B 0 
Farm uv} #=(0 2) 
1 1 
D { Pr + hi (1+œh,/D) Jr h2(1+-œh1/D) Yrx, cs 


vV 
4 Vins x: + ARR 4 h: (1 +- ah1/D) Jrxexs on 


v 
RAT DT Vin) =D 2 (ha 2). 


Comme dans les cas des équations (18), ces équations peuvent être 
ramenées à une forme d'où il résultera qu’elles approchent les con- 
ditions (23) avec une erreur de © (h? + h?). 

4, Approximation des conditions aux limites pour une équation 
différentielle ordinaire d’ordre quatre. On approchera les conditions 
aux limites (28) $ 5 pour l'équation (5) $ 5, mais au lieu de condi- 
tions homogènes on considérera les conditions non homogènes : 


—Bw" + o (w" — w,) = M,, Bu" + 8 (w — w5) = Qo, zo = 0, 
(38) 


où Wo, W,, Mo, et Q, sont des constantes données ; (les quantités w, 
et w, ont élé introduites pour la commodité). 
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Supposons que l'équation (5) $ 5 estétudiée sur l'intervalle [0, L], 
que pour x — ! sa solution vérilie les conditions w (!) = w” (!) — 0 
et pour z = 0 les conditions (38). Soil la fonctionnelle 

[(w)=W (w)— | gwdz—Q(Bw(0)—M(œ)w’ (0), (89) 
0 
où 
» | 
W (w) =? | (w"}e dx + Ÿ (w' (0324 À w2 (0) (40) 
0 


Q(B)=@Qo+Bwo, M (a)= Mo +auw, . 


Il est immédiat de vérifier quo les conditions aux limites (38) 
et l’équation (5) $ 5 sont des conditions nécessaires pour que la va- 
riation première de la fonctionnelle (39) soit nulle. 

On se servira de la méthodo d’approximation de la fonctionnelle 
(39) pour construire les analogues discrets des conditions aux limites 


(38). Soit w un réseau régulier sur l'intervalle [0, £]. Approchons les 
intégrales figurant dans (39), (40) par la formule de sommation des 
trapèzes et tenons compte des conditions aux limites pour x = l: 
L 
} 2 dx — D gun + 


0 & 


0) w (0) 
20807 h, 


l 
B #n B ” B 7] h 
7 [wPdee + (WP R+T (0 (ON. 
0 wo 


Remplaçons les dérivées secondes de la somme sur © par les dif- 
féronces secondes 


ww” ac Urre 
On aura alors 


Le DR — 3 out ++ (5 te" (0) + 


+ a (w’ (0))2— 2 (c) w' (0)) +5 (Bu? (0) — qhuv (0) — 20 (B) w (0)). 
Construisons l’approximation de l'expression 
AG&)= 7 {7 (07 (0 +& (uw (0)}—2M (a) w° (0)}. 
En vertu de (38) il vient 


w" (0) = "ON, 
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donc 
AGw)=+ (142) la (w/(0)2—2M (a) w' (0)1+ AM2(ay/(4B). (41) 


Approchon: dans (41) la dérivée première par les différences pro- 
gressives 


Wy = W° + _ w" + 0 (h?). 


En tenant compte de la première dos conditions aux limites (38) 
on (trouve que 


 — (1+5) we M (a) + O(R?), 
ou 


, 1 k 


En portant cette expression dans (41) et en négligeant les termes 
O (h*), on obtient l’approximation cherchée À (w): 


ee _ Per 
AU) on CU) — M) 0e) are 


Prenons l’approximation discrète de la fonctionnelle Z (w) sous la 
forme 


Th (y) =+ Ds (Yxx)® R — qyh + 


+ ENT (œ (yx)°— 2M (@) yx) |x=0 + 
+ (22 (0)— ghy (0) — 20 (B) y (0)) een (42) 


En dérivant maintenant (42) par rapport à y (0) et y (k) et en annu- 
lant les dérivées, on obtient les approximations suivantes des con- 


ditions aux limites (38): 
œ 1 
0e h (+ ah/(2B)) Var + Bas + By + 


M (a) q(0)k 
Frame QE) US) 


B AUX M (a) = 
7 Vas Brest on — ra es #9 Q) = 0. 


En ajoutant ces expressions, on obtient l’approximation de la deu- 
xième des conditions (38); en multipliant la première expression 
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par —h, on déduira l’approximation de la première des conditions (38): 


— Best ooon Us 00) — RB (y — 0) = 
Mo h°q k?q (0) 
13 ah/((2B) T2 
Bynxx-+B(y—w0) =Q+h (la), z=0. 


Il est aisé de vérifier que pour $ fini el & quelconque, les conditions 
(44) approchent les conditions (38) avec une erreur de © (h°). 
Si B — oo, il résulte de (43) 


y = Wo, a = 0, 


— RQo — (44) 


or ceci n’est autre que l’approximalion de l’une des conditions (38). 
5, Approximation des conditions aux limites pour équations diffé- 
rentielles à dérivées partielles d’ordre quatre. Soit à chercher sur le 
domaine G — {x — (a te) |0<rs lys @ == 1, 2} la solution 

de l'équation (1) $ 5 
Dw = q, zx€EG, (45) 


qui vérifie pour x, — 0 des conditions aux limiles non homogènes 
du type (31) $ 5 avec C — 0: 
dw 


a =D (- À V Se) + M Li== 0; 


dv 


8 
D(F +0) —Bo-BTE+O m0, (46) 


et pour x, = L, et x, = 0, À, dos conditions aux limites du type (34) 
$ 5: 
w (T1; 0) = w (li, La) = W (T1, de 
0? 02 

= Fr a 2) = Er h)=(z, 0)=0. (47) 
En vertu de (37) $ 5, si &« co, aux sommets (0, 0), (0, Z) du do- 
maine doivent être satisfaites les conditions de concordance qui 
s'écrivent ici 


2 
B _ =0, 2=0, 2-0, b. (48) 
Construisons les analogues discrets des condilions aux limites (46) 
en utilisant la méthode d’approximation de la fonctionnelle. 
On vérifie aisément que la solution w (x) du problème (45) à (48) 
minimise la fonctionnelle 
hd 


ds war | {M (&)5 de +0} ALEZT 
(49) 
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Le o 
LR ENCRES 
+92(4— NES = )" } du due, (50) 


want | {r(S) + (A+ 


que nous approcherons sur le réseau régulior roctangulaire © = 
= @1 X &, Nous avons déjà approché des fonctionnelles de co type, 
de sorte qu'en se servant des conditions aux limites (47), on pout 
écrire aussitôl 


dx 
=D 2 


li lb 


| (x) w (x) dx dx, — 2 qühiho + 23 kw] (51) 
i UE Ôzx4 7 + Qw  d 2 (M + Qv) Le 


Les tenu des conditions de concordance (48), il vient 
dw d’w \2 02w 6?w 
DE 7 > {= Ôx? + (5 0x3 ) rw Ôr? Or à haha + 


+040) D (a) +23 Me { (Se) 


of x (AE 
+ (Sr) +23 che ur (62 
M-rD(s() + +a() }+ Bu de -0 


Dans la première expression (52), remplaçons les dérivées figurant 
sous le signe )} par les différences w- . , « — 1, 2, les dérivées 
[e Abe À 


(A) 
mixtes ” les différences w-- et notons 
W® (y) — F T2 {Qu} (w..) +2vu we.) hiho + 


+ D (1—w) 2 (w:=)hihe. (53) 


1 
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Etudions séparément l’approximation des dérivées figurant sous le 
signe D, dans (51), (52). Composons avec les sommes sur w, de (51), 


2 
(52) dors suivante 


Z, (w) = D 7 D {8 Fr) - À a (2 )°+ Bu? + 
He rer) + CGT 


ô | 
— 2M nn 2Qiw — laque } 17 , (94) 


qui figure dans l'approximation de la fonctionnelle 7 (w) par les 
formules de sommation. L'’approximation des dérivées secondes par 
rapport à x, dans (54) ne posant aucune difficulté, concentrons notre 
attention sur l’approximation de l'expression 


Aya 2e) Du (0e 4 ou de 


En utilisant la première des conditions aux limites (46), on aura 
ôw h êw 2 Ôw 
A) = a( 2)" ent —2M = 
Es en, ôw 
)[e ee = Hub ee jt 


0x1 


Désormais À (w) s' exprime uniquement en fonction de la dérivée 
première ôwlôx;, quant à sa méthode d'approximation nous l’avons 
traitée à maintes reprises. En porlant la dérivée seconde, tirée de 
la condition aux limites (46), dans l’expression 


Ux, rs 4 + FE + Q(h2), Ti = 0 


on obtient 
on = (14e) 2e — ho de MU Lo 0), 


ns (1425) fa + 2 EE O (Hs ] 


et 
A (u)= a (1456) Tues +R EE 4 O (RE) 


—2M | w D, +7 Le + hi 5 +06) |+5 h1 m2. 
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En portant cetle expression dans (54), en remplaçant les dérivées 
secondes par rapport à x, par w>, eten négligeant les termes O (hi), 


on obtient l'expression suivante, notée Jh (w): 


T0) = + ù ha À B (x) + But +2 (4 — 2) (ur + 


HE h1M 
TES (us, SH Dsx, +-5D 2D ) —2Quw— 


ne 2D 


Rav 


h F 
— qu —2M (us, + ue.) ME}, (65) 


Die, 


On approchera la fonctionnelle (49), (50) au moyen de la fonc- 
tionnelle discrète 


T" (w) = W® (wo) + 17 (w) + 2 quhahes (56) 


où W* (w) et 7h (w) sont définis rospectivement par (53) et (55). 
Pour construire les approximations descrètes des conditions aux 
limites (46), il faut dériver la fonctionnelle discrète (56) par rap- 


port à w (x, x.) pour z, —= 0, h, et x, € D el ensuite annuler les 
expressions obtenues. La multiplication des expressions obtenues 
par kh”} donne 
D(w, +vwz 2) 02 (1 —v) Pas + 
EE he { Bu rx, + uw +4 D (1 Vs) ue L2X1X2%9 7 
12 
ha (+ EaICD) (us, LE F3 Dax, + + 


a 
nt D HN M; ) à 


}=0, (57) 


hiva Li LAS 
+ 2(1+h1x/(2D) Des T2 
—Q— #9 L mme, M- 


X2Xe 
(0 4 


hiv 
CT (a, + 89 av w=.)— — D (02, + ve O4 
+ Dh (w- + vu TH) ED [w 


XX 272 a 


M 
2 (2 De v) DE xx, ss lue ES 4 ha/(2D) Es 0. (58) 


X1X1X: 


Il est immédiat de vérifier que l'équation (58) approche la pre- 
mière des conditions aux limites (46) avec une erreur de O(|h [°). 
En ajoutant (57) et (58) ot en divisant cette somme par h,, on obtient 
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l’approximation de la deuxième des conditions (46): 
D US +(—Y) PE “+ pb + uw + 0 + 


xx 2 ] + 


Rav (6 hav 


LE 2 1+{-h1œ/(2D) ( Das TD 


73 D(1—v?) W= = t aD (we vw - JF 11) — 


V 
X2X aXeXe WE xx 


ï 1 ŒhRAV LE = 
— +9 — ht Me +50 ae) 20 Mix, = 0. (59) 


L'équation (59) nn la deuxième des conditions aux limi- 
tes (46) avec une erreur de O (| h [*). 


CHAPITRE V 


APPAREIL MATHÉMATIQUE DE LA THÉORIE 
DES SCIIÉMAS DISCRETS 


Le préseut paragraphe est auxiliaire. On y introduit corlaines des 
notations les plus fréquemment utilisées dans la suite et déduit les 
principales formules qui nous serviront à transformer les expres- 
sions contenant des fonctions discrètes. On développe ensuite sur 
des exemplos unidimensionnels les principales méthodes d’obtention 
des estimations à priori el d’élude de la convergence des schémas dis- 
crels. On étudio par ailleurs les analogues discrets des théorèmes 
de plongement et on minore certains opérateurs discrets. Ces résul- 
tats servent à élablir des estimations à priori et à étudier la vitesse 
de convergence des schémas discrets au chapitre VI. 


$ 1. Notations, formules discrètes 
et quelques inégalités 


zn = Î} uu réseau sur {[0, iÏ. En x; le pas est donné pa 
— Lin) à = 1, 2, ... quant au pas moyen il vaut #; 
+- h;31)/2, i = 14, 2, ..., N — 1. Posons ñ, — h,/2, . = h n/2. 
Le réseau est par définition régulier si le pas est constant en tous les: 
nœuds, ie À — UN 

Introduisons les notations suivantes: 


o—{zli-1,2,..., N—1}, © = {x |, 
9, 3 Ne 0), 

ot = {x li—=1,2,..., N}, to — {x |, 
i—0,1,..., N —14}. 


1. Notations. Soil © = {x =xli:-0, 14,...,N; æ—0, 
rh, = 4; — 
en + 


Soient v (x) et w (x) des fonctions discrètes définies sur ©. On ap- 
pelle produit scalaire de ces fonctions l’expression 


N 


(v, we = 2 v (x) w(æ1) h;. (1) 


12— 
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Si v (x;) et w (x;) sont les valeurs prises sur le réseau w par les 
fonctions v (x) et w (x) de l’argument continu x € [0, {], le produit 
scalaire (1) n’est autre que la formule des irapèzes pour l'intégrale 


! 
| v(x)w (x) dx. (2) 
0 
Mis à part le produit scalaire (1) défini pour des fonctions discrètes 
sur &, nous aurons besoin dans la suite des produits scalaires de 


fonctions discrètes sur o*, “wo, © ot w. Soit 


N $ 
(v, W)o+ À v(z;i)w(t;)h;s (3) 
(u, [w)+0 = à v(x;)w(x;) his, (4) 
N-1 
(V, W)o = à v(r;)w(x;)h;, (5) 
N-2 
(v, w)e = > v(x;)w(x;)h;. 
D j—2 


Le produit scalairo (3) peut être interprété comme la formule des 
rectangles droits pour l'intégrale (2), et (4) comme la formule des 
rectangles gauches de la même intégrale. Il est aisé de vérifier que 


(v, DES (CA W)w++ (V, W)+ol- 


Parfois, si aucune confusion n'est à craindre, on omettra l'indice 
spéciliant sur quel réseau a lieu la sommation et on écrira tout sim- 
ploment.(v, w). 

2. Formules discrètes. Pour transformer les oxpressions contenant 
les différonces de fonctions discrètes on aura besoin de formules pour 
élablir directement les différonces de produit. La détinition des 
différences entraîne l'existence des formules suivantes : 


WW} = Ve ia UE EVE Ur Via = 


= Ve ;W; +viwe i— hive ROC (6) 


di — 
(UD )a = VrsWisa + Vibes = Va i À Vies = 

Æ Vi Vila, + hipivs, rte (D) 

De ces formules on déduit sans peine les formules de sommat ions 


par parties. En multipliant par exemple (6) par À; et en sommant 
l'expression obtenue sur à entre m + 1 ot n(0L<m<n<N)il 
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vient 
n 
Ÿ (vw)= hu = ÿ Ve Wii + ÿ US hi 
i=m+ 1 | i=m+1 i=m+ 1 


En sommant à gauche et en effectuant le changement d'indice ë — À — 
— À dans la première sommo de droite, on obtient après réduction 
la formule suivante: 


ni 


= 
Ÿ Vie Ni — D Ve, iWih;41 + UnÜn —Vmm (8) 
i=m+ 1 i=m 


(formule de sommation par parties). Le premier terme de la somme du 
second membre de (8) vaut 


Ve, MO mlimts = VmtiWm — UmlÜm: 
Donc on peut mettro (8) sous la forme 


n-1 
im +1 7 


En tenant compte de 
Vx, hip =v; hi, 
on obtient à partir de (9): 


n-1 


2 VÈalE hi = ÿ re hi + UnUn — Un+1Wme (10) 


i=m+i i==m+ 


Si dans (10) on pose v;==au,,;, W;=v; on aura 
n-1 n 
à 
D (au- x, Vi À; = == 2, que iUx, hi + due nVr Se lmriUx, mÜme 
1=m- 


i=m+1 
(11) 


Lorsque m = 0, n — N la formule (11) s'appelle première for- 
mule de Green discrète ot peut être écrite: 


((au=)<, v)o = — (au, v=)o+ + ANU NÜN — ils, oVoc (12) 
En ôlant de (12) l'expression 
((av-)s, ujo = — (ave, U=)o+ + GNUx, NUN — dl x, oo; 
on obtient 
((au15, Vo —((av;);, U)o = an (Us —uv:)n — a (uv —uvs)o (13) 


(ou deuxième formule de Green discrète). 
Des expressions identiquos à la première et la deuxième formule 
de Green discrète (12), (13) sont valables pour l'opérateur discret 


15—0372 
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du quatrième ordre (bu- ;-. Etablissons par exemple l'analogue 
de la première formule de Green (12) sous l'hypothèse que le réseau w 
est régulier. En reprenant les raisonnements de la démonstration (13), 
poum—iÂ,n=N—1,a=î{ctu = w, on déduit à partir de (11) 
l'identité 
(We. D)» —(w, D) 2 (w-v0 — WU) N 4 — (WU — WUx)1. 
Otons des deux membres de cette identité l'expression h Rive à + 
+ Way-wWzx. N1) et remarquons que 
(eV h = VE EU, 01 
(— ve — Ave jn1= —VN-1 = — 04, N. 
On obtient 
(= bje—(w, ve = Jo = (W= WE ni ra DOnix n) — (We, ai — WiVx, o)- 


X 
En posant w = bu;, on obtient la rs formule de Green discrète 
pour l’opérateur d'ordre quatre 
(Qu). V)e ni (ou, Vo + {bu en bu ve] 1 TT 
— [(buz,),v—bu- v-l. 


XX À 


3. Quelques inégalités. Dans la suite nous ferons souvent appel 
a des inégalités classiques d’algèbre. 
1) Jnégalité de Cauchy : 


(14) 


| 2, ci yaid < ( À, œuaa)"( à G5bib;) (15) 
où 0 pour à, j = 0, 1,. 
2) e-inégalité: 
lab < us pe, (16) 


où € est un nombre positil arbitraire. 
Parfois l'inégalité (15) de Cauchy prend une forme spéciale. 


Si par exemple n = N, œ&3 — 0 pour i £j, @;; — À, pour i = 1, 
2. ss" N —_ 4, on — h1/2, NN —= h n/2 et 4; = U (x;), b; == 
= v (x;) l'inégalité (15) devient 

Lu, << (u, WE? (v, ve 


La quantité (v, v)/? est l’analogue discret de la norme de L,. On peut 
donc poser 


Je 


1/2 
lo = ©: va ’ 


et l'inégalité précédente s'écrit 
| (u, v}5 1 < Hu flo Ho Îlos 


où Ho lle = 10 ur 
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$ 2. Modèles unidimensionnels 


L’exposé de ce paragraphe est méthodique. On aborde les problè- 
mes aux limites pour équations ordinairos discrètes d'ordre deux 
et quatre. Les méthodes d'élude des problèmes discreis sont illus- 
tirées sur ces exemples simples. Celte étude se décompose en trois 
étapes : | 
1) solubililé du problème, 2) stabililé du problème d’après le second 
membre et les conditions aux limiles, 3) vitesse de convergence de la 
solution du problème discret vers cello du problème à approcher. 
La seconde étape consiste essentiellement à estimer la solution à 
priori. L’estimation à priori permel à son tour d’une part d'établir 
la solubilité du problème, d'autre part d'évaluer la vitesse do con- 
vergence du problème discret. 

1. Premier problème aux limites pour équation du second ordre 
en dimension un. Soit à résoudre sur le réseau © = {x — 
= TL} li = O, 4, 4.8 N : LG 0: Zn = l} le problème 


Ay= —(ay-); = 9, x € ©, y (0) = wo, y (!) = w. (1) 


On supposera que les coeflicients a (x) du problème (1) vérifient la 
condition 


a (2) > Co > 0, x E w*. (2) 


Etudions la solubilité de ce problème. Considérons le problème homo- 
gène (® = 0, u, — u, — 0) qui admet nécessairement une solution. 
Notons-la y (x). Multiplions l'équation (1) par yh et sommons sur 
le réseau w. Translormons l'expression obtenue à l’aide de la pre- 
mière formule de Green discrète (12) $ 1. Il vient 


| (Ay, Yu =[y, y]=0, (3) 
où 

[v, v]æ (au, v-)o+. (4) 

De (4) et compte tenu de (2) il vient [v, v] > c, (vs, vw), > 0. 

Or (v-, v-),, = 0 uniquement pour v (x) = const, x € © donc de (3) 


il résulte que l’unique solution du problème homogène est une cons- 
tante qui est nulle en vertu des conditions aux limites. Donc quels 
que soient ® (x), w, et u, le problème (1), (2) admet une solution ct 
une seule, 

Estimons à priori la solution du problème (1). Considérons préa- 
lablement le problème avec des conditions aux limites homogènes 


y (0) = y () = 0. (5) 


Soit V l’ensemble des fonctions discrètes définies sur w et nulles 
pour æ = Ü, {. Munissons cet ensemble de deux normes: la première 


lof (vx vr)ors (6) 


15* 
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qui Je transforme en un espace normé que nous noterons W (w) la 
seconde 
= Lie 7 
els sup TT; (7) 
0:HvEV L 
qui le transforme en un espace normé W!(œ). Multiplions l’équa- 
tion (1) par yh, Ssommons sur lo réseau « et, en tenant compte des 
conditions aux limites (5), transformons l'expression obtenue à l’aide 
de la première formule de Green diserète (12) $ 1. 
On obtiont 
(ay, Y=) + = (p, Yo 


l'inégalité (2) el les expressions (6), (7) entraînent 
Colly lé SIP: Wol | y1l Pl (8) 


ou 
Iule << Pl. (9) 


Ce qui n’est autre que l'estimation annoncée du problème (1), (5). 
Revenons au problème (1) avec des conditions aux limites non 
homogènes. Metlons la solution de ce problème sous la forme 


y(x)=y(t)+y(x), ro, (10) 
où 
33 = 0, zEw, y(0)=uo, y(l)=u, (11) 
ot 
Ay=p—Ay, xCo, y(0)=y(!)=0. (12) 
Estimons les solutions des problèmes (11) et (12). On supposera en 
plus de (2) que 
a(t) Le, TE. (13) 
Utilisons (8) pour estimer la solution du problème (12) 
alle <1plallulk +1(Aÿ, Pol. (14) 


La première formule de Green discrète (12) $ { entraîne 
| (Ay; Y)ol = | 4ÿ3: Yÿo+|= |[y, y)|; 
et la condition (13) et l'inégalité de Gauchy (15) $ 1 
LA, M1 alÿlkliulk. 
En portant cette majoration dans (14), on obtient 


cu IE < 1e lu le + ex 11 115 Île 
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ul < I eli+ ÉUIR- (15) 
Trouvons maintenant y(x). De (11) il s'ensuit, 


y (a) = IT x + (16) 


donc 
[y Île =: — [u: — Un]. 
è 1 vi 


En portant colle expression dans (15), on obtient la majoration de 
la fonction y (x) 


Iulk< PIE + — vo (17) 


Estimons ÿ. La fonction ÿ (x) n'appartient pas à l’ensemble V, 
i.e. n'est pas nulle pour x — 0, !. Donc la quantité (y=, y-),. ne 


s 


peut servir de norme à cette fonclion, car (v-, v-),, — 0 lorsque 


v (x) = const 0, x E w. En vertu de ceci introduisons la nouvelle 
norme 


UE =%, vor +(v, v)3 (18) 


et estimons ÿ relativement à cette norme. L'expression (16) en- 
traîne 
[us ss LE 


Ga Tor = 2 
(ÿ, Ys<i PRET 
xeo 
donc 
uk < V2 (uof+ Feu 1). (19) 


Revenons à l'estimation de la solution du problème (1). De (10) 
il résulte 


lv a SA 71h + 1 9 Ar (20) 


Le premier terme du socond membro est estimé par (19), quant à la 
fonction y elle ne peut être estimé que relativement à la norme de W!. 
Or de (6) et (18), il s'ensuit 


lvl llole+(, v)s, 
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il suffil donc d'estimer (y, ÿ)s = || y If. Au $ 5 on montrera (lem- 
me. 2) que pour les fonctions de Ÿ on aura l'inégalité *) 
8 
lÈ>+ vf: 
Donc 


Il v 


En tenant compte de cette estimation on déduit à partir de (17) 


1 
SZ TL IAE (21) 


on ES oh + + PRE Que] + tu 
En majorant le second membre de (20) à l’aide de cette inégalité 
et de l'inégalité (19) on obtient en définitive 
| y Us < Wii a + Mo (uo | + Fu D), (22) 
où 
V1 78 _ a VIEUE —— 
ME —, de ne + VIH. 

On a donc estimé à priori la solution du problème (1). On remar- 
quera que les constantes M, et M, figurant dans cette estimation ne 
dépondent pas du réseau ©, de sorte que (22) entraîne la stabilité 
de la solution du problème (1) relalivement au second membre et 
aux conditions aux limites. 

Appliquons cette estimation à priori à l'étude de la vitesse de 
convergence du schéma discret. Considérons le problème suivant sur 
l'intervalle [0, !] 


(Au) = —f, 0O<z<l, u(0) —u,, u(l) =u (23) 
et en vertu du $ 2 du çhapitre IT approchons-le sur un réseau irré- 
gulier arbitraire © avec le problème (1) en posant par exemple 

ar) = kr —h12), (ui) = f (mi) (24) 


S'agissant de la fonction z (x) — y (x) — u (x), x € © on obtient le 
problème 


Az =%, zxEuw, z(0)=z(1) =0, (25) 


où Ÿ (x) — Au + f est l’erreur d'approximation. Estimons la solu- 
tion du problème (25). En tenant compte de l'inégalité (9) on obtient 


ze a: (26) 


: On rappelle que notre exposé est méthodique. L'un de nos objectifs est 
de définir le type des inégalités spéciales qui seront nécessaires à l’étude des 
schémas discrets. Cette notc et les suivantes sont précisément relatives à de telles 
inégalités dont nous donnerons la démonstration aux 8$ 4, 5. 
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Il est aisé de vérilier (cÎ. par exemple les formules (6), (7), (8) du 
$ 2 ch. IV) que l'erreur d’approximation 1) (x) admet la représen- 
lation suivante 


b{z)=n:+b, n(x)=0(h), (x) =0(#). (27) 


Puisque ||: est défini par (7), estimons (Ÿ, v), pour vEŸ. Te- 
nant compte de (27) et du fait que n: LE Me, à on aura 


à N-1 . 
(D, Do = (M5: D)o + (Pb, v}o = à Nr, iVikin + (D: v)o- 


Transformant le premier terme du second membre au moyen des 
formules de sommation par parties (9) $ 1, on trouve 


(D, Do = —(n, Ver + (b, Lo. 


Appliquant l'inégalité de Cauchy (15) $ 1 pour évaluer le second mem- 
bre, on obtient 


| 2 411/2 N 2 1121 1/2 
(b, ve 1& (ne, Dole +1 bllollolo HR, Der +11 182 11h. 
Portant celte estimation dans la définition (7) et tenant compte de 
l'inégalité (21), on obtient en définitive 
4: 
(DIS, Dee VI sup EE < 


1 


ere * 
SVT+ 78 (n°, Lu++ || 118} ? 
En vertu de (27), de cette inégalité et de (26), il vient 
zik = OCR), 1hk1= maxk (a). 
Donc la solution du problème discret (1), (24) converge sous l’hypo- 
thèse (2) vers une solution suffisamment différentiable du problème 
(23) à la vitesse de O (| hf”). 


2. Troisième problème aux limites pour une équation du second 
ordre en dimension un. Considérons le problème suivant sur un 


réseau régulier © sur l'intervalle (0, /]: 
Ay=—(ay;):+dy= (x), xEw, 
h } 
— diÿx, 0 + (#0 +7 do) Vo =8+7 Pos (28) 


R l 
ONYz NT (+54) Yn= Ba + 5 ne 
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On supposera que le coefficient a (x) vérifie la condition (2) et les 
coeflicionts d (x), x, el , les conditions 


d()>0, zE€0, %>0, m>0, (29) 
Ho + % + (a, 1)= > 0. (30) 


Soil l'opérateur À défini par 


— + abs + (E%0+ do) v, æ=0, 


Âv (x) == —— (av=), - dv, T € O, (31) 
2 2 
+ ane + (++ dn), x = |, 


Récrivons le problème (28) sous la forme suivante : 
Av =©®, zEO, (32) 


2 
Po + 7 80 z=0, 
D-d pa,  zéo, (33) 
à 
EN + Bi z=l. 


Penchons-nous sur la solubilité du problème (32). Etudions le pro- 
duit scalaire (Av, v)—. La formule de Green (12) $ 1 donne 


(Av, v)- = (av-v-)u+r + (dv, v)S + Ho03 + 0h = [v, v], (34) 
d'où et des conditions (2) et (29), il vient 
Lv, v] > 0 


et de plus si Lv, vl — 0 alors v = const, x € ©. Comme l’une au 


moins des quantités Ho, #1 d (2), où x esl un nœud du réseau ©, 
est posilive l'égalité [v, v] — 0 entraîne la nullité soit de vw (0), 


soit de v (1), soit de v (x), i.e. v = 

Posons maintenant dans l'équation (32) ® =0, x € w et con- 
&idérons le problème homogène obtenu. En vertu de l'identité (34) 
sa solution y (x) vérifie la condition {y, y] — 0 ce qui en vertu de 
ce qui vient d'être démontré entraîne que y (x) = 0, x € w. Sous les 
hypothèses (2), (29), (30) le problème homogène (32) n'admet que 
la solution triviale, donc il est soluble quelle que soit la fonction 
® (x). Estimons à priori la solution du problème (32). Pour cela 
posons v = y dans (34) et utilisons l'équation (32) et la formule (33). 
On obtient en définitive 


[y, yl = (p, y)z + goÿ (0) + gg (1). (35) 
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On estimera la solution y (x) rolativement à la norme de l’espace 
W} (w) (cf. (18)). Supposons que les coefficients d (x), %9 et %, du 
problème (32) sont tels que l’on ait l’inégalité 

w, vl>m IPAIT (36) 


où m est une conslante posilive ne dépendant ni du réseau ‘o ni de la 
fonction v (x). Tenant compte de (34) il est aisé de vérifier que l’iné- 
galilé (36) aura lieu si, outre les conditions (2) et (29), est remplie la 
condition subsidiaire 


dix) >c3>0, €. 
Les autres conditions suffisantes de validilé de l'inégalité (36) 


seront établies au $ 5. 
Ainsi, l'identité de et l'inégalité (36) entraînent 


Iy<- {1 Ge v)51+ 1 go8 (0) + | gi (0) 1}. 


Soit 
L (, D) | 


IL» D oi. olh * (37) 


Alors 
lei lylh+lelir(O1+ le ll D 


Pour obtenir à partir de là une estimation à priori, il faut savoir 
estimer | y (0) | et | y (4) | en fonction de || y |,. Au $ 4 (théorème 2) 
on démontrera que 


lole=max|o (M lvlh, (38) 
xt 


où M esl une constante positive ne dépendant ni du réseau © ni de 
v (x). En portant cette inégalilé dans la précédente, on obtient la 


majoration à priori 


e+M(gl+læl}. (39) 


Celle majoration entraîne la slabililé de la solution du problème (30) 

relativement au second membre el aux condilions aux limites. 
Appliquons la majoration à priori (39) à l’élude de la convergence 

du schéma discret. Considérons le problème suivant sur l’intervalle 


[O, I] : 


1 
PAS 


(ku')" — qu = —f(x), 0<xr<I, 


k (0) uw’ (0) = %ou (0) — ge —k (Du (1) = %u (D — g 
(40) 
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et en vertu du $ 2 chapitre II, approchons-le sur le réseau régulier © 
par le problème (28) en posant 


a(x;) = kr; — h/2), d(x:) = gx), (x) = f (ti). 
(41) 


La fonction 2 (x) — y (x) — u (x), x € w&, où y (x) est solution 
du problème (28), (41) et u (x) celle du problème (40), est à son tour 
solution’ du problème suivant: 


Az =" (x), zCo, 
} 
— «123,0 + (0 +5 do) Zo == Yo» (42) 
k 
ONZE NT + + dy) Zù = Ÿn. 


Au $ 3 chapitre IT, an a montré que si la solution du problème (40) 
est suffisamment différentiable, l'erreur d'approximation de l’équa- 
tion et des conditions aux limiles est © (h°), i.e. 


Pa) =O(k), zEuw, V—=O(), y = 0O(k) (45) 


S'agissant do la solution du problème (42); en vertu de l'inégalité 
(39) on a 


{ah SZ CPL + M (bol + lb D} 


Comme (cf. formule (37)) || fl, < 11 lo < VE 1 Ÿ Ile, la majo- 
ration précédente et (43) entraînent || z |}, — © (h°). Si donc la con- 
dition (36) est remplie la solution du problème (28) converge vers 
celle du problème (40) à la vitesse O (A). 

3. Deuxième problème aux limites pour une équation du second 
ordre en dimension un. Dans (28) posons d (x) = 0, x = x = 0. 
Ceci étant le problème (28) devient 


— (ay-),. = ;, x E&, 


k h (44) 
— Ux,o= Bots Por ONE NB + 5 Pne 


On remarquera que les hypothèses précédentes contredisent la con- 
dition (30) qui a joué un rôle déterminant dans l'étude de la solu- 
bilité du problème (28). Il est immédiat de vérifier que le problème 
homogène (44) admet une solution non triviale y (x) = const, donc 
le problème (43) est dégénéré, et, partant, ne peut posséder de solu- 
tion quels que soient les seconds membres œ (x) et g,, g. Comme 
[v, ul = (av:, v-),, = 0 uniquement pour y (x) = const, en vertu 
de l'identité (34) y (x) = const est l'unique solution du problè- 
me (44). 
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Soit l'opérateur À défini par la formule (cf. avec (31)) : 


2 
—— Gus, Z=0, 


e h 

Av (x) de (av), T € O, 
- ” 
= AnV:; LT — 1. 


De ce qui précède il suit que zéro est une valeur propre multiple de 
cet opérateur, donc le problème non homogène (44) admettra une 
solution si ses seconds membres sont assujettis à une condition. 


Transformant le produit scalaire (Ay, 1)= à l'aide de la deuxième 


formule de Green (13), $ 1, il vient (Ay, 1)= = 0. Or 


(Ay, 1)3 =(®, 1)3-+ 80 + 81 
donc on doit avoir 
(p, 1)3 + 80 + = 0. (45) 


Si donc la condition (45) est remplie, le problème (44) admet une 
solution. Estimons à priori cette solution. Comme pour le problè- 
me (28), on trouve 


[y Y1= (ay;, Yrhor =(P, ÿ)5 + 80ÿ (0) + g17 (2). 
La condition (12), la définition (37) et l'inégalité (38) entraînent 
Co (Y>» Y)o+ | P IL y [h + M (gol+ 181) AA (46) 
Au $ 5 on montrera (lemme 3) que 
Jo+> Milvli—Mo(v, 1%, 


où M, et M, sont des constantes positives ne dépendant ni du réseau © 
ni de v(x). En tenant compte de cela, on déduit de l'inégalité (46) 


COM || y EI El +1 1h + M (ol +{81)) [y li + cobe (gs 1) 


Utilisons maintenant e-inégalité (16) $ 1 pour estimer les produits 
IE ÎLe y hs eo Hay las ge llylt 1 vient 

| M € 
(GoM;—e—2Me) [y plfe+zs Ugo +1 af) + coM2 (y, 1)2. 
En choisissant & >> 0 par exemple à partir de la condition (c,M, — 
— € — 2Me) = c,M,/2, on obtient l'estimation à priori suivante: 


Lu MP +1 808 + le + D. 7) 


En plus des quantités connues, le second membre de (47) renferme 
le carré du produit scalaire de la solution cherchée par l'unité. 


(Uz, U> 
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La présence de ce terme est due au fait que la solution cherchée 
n'est pas univoque comme dans les problèmes (1) el (28), mais con- 
lient un lerme additif arbitraire. 

Appliquons maintenant l'estimation à priori (47) à l'étude de 
la vilesse de convergence du schéma discreLl. Considérons le problème 
suivant sur l'intervalle [0, {| 

(ku)" = —J{(x),  k(O)u' (0) = —ge  —#k (Du (D) = —g 

(48) 
On supposera remplie la condition de solubilité 
l 
À f(x) de + 80+ 8 = 0. (49) 
0 
La donnée de la projection de Ja solution cherchée sur l'unité 
l 


u (x) dx =- (50) 


en assure J'unicilé. Sur le réseau régulier & approchons le problème 
(48), (49) par le problème (44), où 


h 
a (x;) = k(r—+) ; p(x;) ee f(x;)— IL, 
R=(f, 15 +8go+gn (91) 
et la condition (50) par la condilion 
(y, 1); = Q. (52) 
En verlu des formules (51), la condilion (45) est réalisée pour le 
problème à approcher, donc celui-ci est soluble. 
Soit La fonction 2 (x) = y (x) — u (x), où y (x) est solution du 


problème (44), (51) et uw (x) du problème (48), (49), (50). Pour la 
fonction z (x) on obtient le problème 


— (az); ="Ÿ(x), xEw, —az,,0 = Ÿ(0), anz-, n = (1), 
(2, 1)5==0— (u, 1). 


Les problèmes (44), (51), (52) et (48), (49), (50) étant solubles lo pro- 
blème (53) l’est également. L’estimation à priori (47) appliquée à 


z (x) donne 
+0) F+ POP +(, DS (94) 


IHIRQUE 
Or on a déjà démontré que 1 (x) — 0 (k?) et en vertu de (53) 
l 
(2, 1)==Q—(u, 1)}-= | u(z)dr—(u, 1}; =0(H), 
0 


(53) 
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donc (54) entraîne que || z |, == O (h°). Ce qui démontre la conver- 
gence du schéma discret (44), (51), (52). 

4. Premicr problème aux limites pour une équation d’ordre quatre 
en dimension un. Voyons maintenant les schémas discretsapprochant 
les problèmes aux limites pour une équation différentielle ordinaire 
d'ordre quatre. Soit donné sur l'intervalle 0 < x < Î un réseau ré- 


gulier w de pas . Considérons sur ce réseau le problème suivant : 
Ya, P(x), xEo, (95) 
h h? h3 , 
y (0) — Wo; Yx— 5 Yax + DE YUxxx Lx—0 9. P (h) + W, 
h h? h3 ; (56) 
Yet Vs ts Vhas — ph) Hu, y(l) = us. 
On a montré au pt. 4 $ 6 chap. IV que le problème (595), (56) ap- 
prochait avec une erreur © (h°) le problème 
WIV =@p(x), 0<x<li, 87 
w(0)=ws, w'(0)=uw, w(l)=ur, w'(l) =w,. (91) 


Etudions maintenant la solubilité du problème (55), (56) et 
estimons à priori sa solution. Multiplions l'équation (55) par y (x)h 


et sommons l'expression obtenue sur le réseau O : 
(UE ==: Ye = (p, V)PE 
Transformons le premier membre à l’aide de Ja formule de Green (14) 
$ 1. Il vient 
Ge Do + (ast—Vatalue — sy —Vaysh = (p, pe. (58) 


Servons-nous des conditions aux limites (56) pour transiormer le 
premier membre de (58). Comme y, = y, + hys.o Yn-1 = Un — 
— hy:,x alors 


[y=..Y 7 Y= Yzh — — YrxrxY x=—0 + Yx (Yxx ut Ryxxx) [x—0, 
LU 5Y — Va Ua lv = Vas bent — Vs (yes + hyzse) le, 
en vertu de (56) il vient 


2 
— ace — Vars he — Va, oo + Ve, o — hp (k) y (k)+ 
nn. 
4h (0 02 we, 0 
[y=,=u dE Ye Yxln-1 Su 


2 2 ; 
Ye NU + n hp h)y(l—h) +hp(l—h) Wie ye NU. 
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En portant ces expressions dans (58), on trouve 
2 
QE Do + (Yx, 0 + VE nv) = 


2 ; , 
= (P, Yo + —+- (x, WF Y= NW) —hIp (R)wo—p(l—h)u]. (59) 
Soit y (x) une solution du problème homogène (55), (56) (® = 0, 
“ = w, = w, == w, = 0). De (59) il suit que (y£,, 1), — 
UE 5 0, y n = 0. Or (y£,, 1) = 0 si seulement y (x) = ax + 
+ boùuet b un des constantes. Les relations Ya, 0 = Octys y = 0 


entraînent que a = O, i.e. y (x) — consi, x € w. Comme par hypo- 
thèse y, — yx — 0, il vient y (x) = 90, x € «©. Donc y (x) = 0 est 
l'unique solution du problème homogène (55), (56), ce qui entraîne 
que le problème (55), (56) admet une solution et une seule quels que 
soient (x), Wo, Wi, W,, W:. 

Estimons à priori la solution du problème (55), (56). Ecrivons-la 


sous la forme y (x) = y (x) + y (x), où y (x) est solution de l’équa- 
tion homogène avec les conditions aux limites non homogènes 


LP 0, zxEw, Yo = Wo, Yo = VW, 3, N=—W,, YN = Wi, (60) 
et y (2) solution du problème suivant : 
Yasx = Po Fe Yo=Yn= 0, 


o h? o _ 
Ux — _ Vas TE D 2 Yxxx |= 0 79. =. (R)+ + (Yxx — — hyrxx) Âx2=0 » (61) 


Ge che À 60 Gi + enr 
Pour les fonctions discrètes définies sur ©, introduisons la norme 
lol=lolss =: + lol où [us bæ=llvlé o = (5, v5,)o. 


S'agissant de la solution du problème (61), on trouve en vertu 
de l'identité (59) 


y 18 o +2 Fa (2, 0 VE. nN)= 


= (P, ÿ)o-+ Yx, 0 (Uxx — RYxxx)o — y N (=: A hy==- =)n. (62) 


Estimons le second membre de cette expression. Comme 


(Uxx — hYrax)o = 2Vx, (h)— y, (2h), 
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en appliquant deux fois e-inégalité (16) $ 1, on aura 
| Ya, 0 (Vas — Mano | 2] Ya, oVzs. à 1 Ua Us. 21 

<(E1 +€2) DE, 0-7 AVE, (Re) +7 VE, (27). 


Posons £, + €, — 2/h et égalons les cocfficients en ÿ£, (k) et ÿ£_ (2h), 


i.e. posons 1/e, — 1/4e,. La résolution de ce système donne e, — 
— 4e, = 8/h. Donc 


o — — 2 o 5 _, _ 
| Yx, 0 (Yxx — RYxxx)o ES y£, 0 SANTE h [y£. (k) + y£.. (2h)]. 


On établit de façon analogue la majoration 


Luz, (+ an UE 7 + RUE, (ER) + (— 2h). 


En portant ces majorations dans (62), il vient pour k < [1/5 (i.e. 
pour 2h l—2h 


y118. 0 &1(p, ul ++ h y2. (R) + y, (2h) + yE (1 — 2h) + 
LE (RE (P, Mol +2 Z IYIÉ.o. (63) 


Estimons le premier terme du second membre à l’aide de l'inégalité 
de Cauchy (15) et de &-inégalité (16) $ 1: 


o ° «| L 
Le, DIS 8 + LI PE. (64) 


Au $ 5 (lemme 5) on montrera que relativement aux fonctions dis- 
crètes données sur le réseau & et, nulles pour x == Oetzx = /, on a l’iné- 
galité 

IL R>Msllvlé, Mo:= const > 0. (65) 


En portant (65) dans (64) et le résultat obtenu dans (63), et en sup- 
posant que e = (2M4)°!, on obtient 


Bu oS Melo + 21518 0. (66) 


Estimons maintenant la solution du problème (60). En suivant 
la même marche on établit que la solution du problème (60) s’écrit 
wo —Ww1-H+ lv, + h (w) —ws 
(x) = w09 + AT A 2 + RD (1 — 2) + 

Wy —wp— lwi +R (w; —w$) 


un — #(l—z), zEu. (67) 
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Majorons Us. (x) 


Ille) 7777 (8 wo + lu 1) +22 (206 +} 
donc pour h < l/5 
No Bo<E {8(1w0l+lur +2] +lwi D}. (68) 


Portant celle majoration dans (66) ot tenant compte de (65) on ob- 
tient une estimalion de la fonction y relativement à la normo de 
W? (w): 
y -+ Me) | p15+ 
25 1+M , , 
+ TS 8 (| wo] +] 2 D +22 (| + w D}? 
Estimons la fonction y (x) relativement à la norme do W° (). 
De (67) il vient 
y SE £2 (aol + lui D-H Lust + lux D} 
Cette inégalité et l'inégalité (68) entraînent 
us {8 (wolf un D)-+ 22 (ul + lus PF + 
+2(wl+le)) +2(ul+ fu DEF. 
Reste à majorer la fonction y (x) qui est égale à la somme des 


fonctions y (x) et y (x). On obtient en définitive la majoration à 
priori cherchée : 


lu 2(y là HIS 
L2(41+Malol1-1{2(w%1 11e) +2(u lui D2+ 
+ SES {8 (| we | + Lu 1) + 2 (we +] wi DFE 


On a évalué la solution du problème (55), (56). Cette estimation 
el celle de l'erreur d'approximation (cf. pt. 4 $ 6 chap IV} du probli- 
me (57) par le problème (55), (56) entraînent la convergence de la 
solulion du problème (55), (56) avec une vitesse de O (h°). 

5, Modèle discret d’une lige élastique à support. Soit à estimer à 
priori le problèmo suivant: 


ps (x), xE€ &, (69) 
y (0) == w0,  —Yax + hYxxx le=0 = A9 + h°9 (R), 
y= + hy enr = 03 — Rp (l—h), y (D =, (70) 


$ 2] MODÈLES UNIDIMENSIONNELS 241 


Ecrivons la solution de ce problème sous la forme y(x) — = y (x) —- 
+ y (x), zEo où y (x) est solution du problème 


Vaux 0 Eu, 
(0) us —Yxx+ AYxex leo = 0, Vrx + hyzsa lei = 0, y (1) = ui, (71) 
ct y (x) définie à partir des équations 
Ya = (x), ve &, 
y (0)=0, —Yax + hÿaax leo — 40 + R2p (h), (72) 
— y= — hy== Île = 4, + hp (1 — h), y (1) = 
Multiplions l’équation du problème (72) par y (x) k et sommons l’ex- 


pression obtenue sur le réseau ©. Transformant l'expression obtenue 
à l'aide de la formule de Green (14) $ 1 el tenant compte des condi- 
tions aux limites (72), il vient que 


lu 2 0 —(p, Y)o tops. o+iye N (73) 


Estimons les termes du second membre. En vertu de l'inégalité 
de Cauchy (15) $ 1 


Lo, De 119 Ia I Y lo: 
L'inégalité (65) entraîne (0 <o< 1) 
o ° 4 — 
Il [ ol + A UTIÉ o] 7, 

En choisissant lo paramètre © à partir de la condition d'égalité 
des coefficients en lu 5 et IPAE o il vient PATES V'A+EM Me 
lyllk, donc : 

Los Do SV + M) Mo |] y Île 1] P lo- 


Au $ 4 de co chapitre on montrera (théorème 3) que pour toute fonc- 
{ion discrète v (x) définie sur un réseau régulier w, on a 


lez llécon SM [vll,  M= const > 0, (74) 
En se servant de cetle inégalité, on établit que 
LoAobx. o-+ Mie nl lol-+ li DV M y lle. 
De là et de (73) il suit 
° TIM — 
I {V Eole + VI Qhol-+ 141) } 


16—0372 
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En vertu de (65) il vient 
lvl 0 > lvl. 

Portant cette estimation dans le premier membre de l'inégalité 
précédente, on obtient la majoration à priori pour la solution du 
problème (72): 

? 1+M 1+ M | Ev 

Ile {pe llot VH (lofot-+1o#1 D}. 
Evaluons la solution du problème (71). Il est évident que 


7. Di —W 
y (x) = Vo dr: 1 zx, 


donc 


y lle = lo SV Eye SV LA wol1 fun f) 
et 


Nulle D le +11 Ep LE pol + VM(Iohol + led D } + 
+ VI (Twol + {ue 


On a estimé la solution du problème (69), (70). En utilisant les 
résultats du pt. 4 $ 6 chap. IV, on établit sans peine que le problè- 
me (69), (70) approche avec une erreur de © (h°) le problème de la 
flexion d'une tige s'articulant sur un support, i.e. le problème 

WIV—@p{z), O<Lxr<i, 75 

w(0)=w9, —w"(0) —ofo, w"(l)=ch1, wj(l) = wi, (78) 

Ce fait et la majoration à priori entraînent la convergence de la 
solution du problème (69), (70) vers celle du problème (75) à la 


vitesse de © (h°? 
6. Modèle discret d’une tige élastique ayant une extrémité libre. 


Estimons à priori le problème 
Vrxxx px); AS w, 
h3 
y (0) —0, Va + Ve + 5 Vaexle=0 = 5 0 (h), (76) 


an = A +hO+ EU). yann 0+hlet-h++e0], 


qui simule sur le réseau 6 le problème de la flexion d'une tige élas- 
tique dont l'extrémité gauche (x — 0) est rigidement fixée, et l'ex- 
trémité droite soumise à l’action d'une force. Mettons la solution 


du problème (76) sous la forme d’une somme de deux fonctions y (x) 
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memes | 


Te h ,° Ÿ h3 o 
el % (x), où y (x) — E (Ysex.0 — RYxxx.0) + T9 @) | x et y(x) cest 
solulion du problème suivant : 


p(x), xEu, (77) 


Vrxxx — 


y (0) =0, Yx, o = 0, (78) 
Van A +hQ+Ë 6-0 +h Te +S 60]. 


Muliiplions l'équation (77) par y (x) h et sommons cetle expression 


sur le réseau ©. Transformant l'identité oblenue à l’aide de la for- 
mule de Green (14) $ 1 et tenant compte des conditions aux limites 
(78), on obtient toutes réductions faites 


y Île, o = (9: y)5 + Qyx + My= N° (79) 
Estimons le second membre. En vertu de l'inégalité de Cauchy 
| (œ, y)= [K 11@ Îlo y Ilo- Au $ 5 de ce chapitre on montrera {lem- 


me 6) que pour toute fonction discrète v (x) donnée sur o et vériliant 
les conditions v, — v, = 0, on a 


LC) 
MESA (80) 
de sorte que [vff<l/(12+)[vi. Donc 


|(@, 2)=:< I ® Îlo 11 y Île. 


J’ 
vVi2+u 
En vertu de la même inégalité (80) 

° 9 12 o 
yo ly le 
En portant ces estimations dans (79), on trouve 


(El ololt b +10 Tnt T1 nl (80 


Au $ 4 on mcntrera (théortme 3) que pour toute fonction discrète 
v(1) donnée sur w, on a l'inégalité 

vllc<M |1v.b5, M = const > 0, (82) 
qui, avec l'inégalité (74) entraînent 


LOL unl+le#11 ve nl SM IQ 1+-M lof PI] y Île. 
40% 
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De cette inégalité et de l'inégalité (81) il résulte 
12+ 74 2 
5 lolb+WIQI+Ml#]]. (83) 


Éns 


Estimons maintenant la fonction y (x). Il est évident que 


0 
] y < 5 


— kh ,° o h3 
Nul [|T rs 0 — Has, 0) +7 16(@)1]. 
Or 
h o o _ À 9 9 
D xx 0 —MYsex ol = | — Yr ou TOY 2 —Vr 3 


et en vertu de (74) RQ Ya. 0 — has, | SM Ï y [le D'autre part 
n3 n5/2 n5/2 25/2 
lot)1= hp PNA I SP Îlo- 


Compie tonu de ces inégalilés, on obtiont pour {|| ÿ ||, la majoration 
y lb <3ME/2 |ly IL + 2/2 || p |. En porlant ici (83) et en uti- 
lisant l'inégalité du triangle pour estimer la norme y (x) — y + y 
on déduit: y lb < M (Hplb +l#1+101), M = const > 0. 

Comme toujours cetle estimation à priori entraïne la convergen- 


ce de la solution du problème (76) vers la solution du problème cor- 
respondant posé pour l'équation différentielle, mais nous omettrons 


ce point. 
7. Modèle discret d’un système de deux tiges assemblées par une 


articulation parfaite. Voyons comment il faut étudier le problème 


discret si sont données des conditions de conjugaison. Soit © — 
= {x =2 [x —=ih, i-0, +1,..., + N, h = UN} un réseau 


tégulier de pas À donné sur l'intervalle [—J, 1]. Désignons par w, le 
sous-ensemble des nœuds du réseau w compris dans l'intervalle [—l, Of, 
ie. og +{tli-=—N, —N +1, ., 0}. Notons Op) Os 
Wy, ‘&, les sous- ensembles de y définis à l'instar de ©, w, etc. 
(cf. pt. 1 $ 1). Soient &4, &a, etc. les sous-ensembles correspondants 


de w contenus dans [0, !I. 
Considérons sur le réseau w le problème suivant 


y. pa), 2zEog Ua (84) 
Vs thy= of —hp(—h), x = 0, 
— Yax + RYxxx = of" + k2ç (h), x ==0, (85) 


Yaxx— Yes = + 3h (0) +h°p, (0), xz=0, 
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h3 
= v-i+h), 


hk h? 

y (—1)=— 0, Yx — 5 ax T D Yxxx = 
| 86) 
h h? h3 ( 

fesbre de too Vel QU); JU. 
Il est aisé de vérifier que le problème (84), (85), (86) approche avec 
une erreur de © (h?) sur le réseau © Je problème de la floxion d'un 
système de deux tiges assemblées par une articulation parfaite au 
point æ — 0 ct rigidement fixées en x -= — let x — l: 


WIV— (x), —l<Lr<0, 0O<xr<i, 
Ro) fo = 0, w°(—0)= 047, —w"(+0)= 4", [w"lls=o = (87) 
w(—l)=w(—1l)=w(l)}=w(l)=0 


Au chapitre IV on a établi les expressions (85) qui approchent les 
conditions de ne du problème (87) (cf. formules (20) et (19) 


du $ 6 pour & == f —- 
Eslimons a priori la A du problème (84), (85), (86). Multi- 
plions les équations (84) par y (x) À, Ssommons-les sur les réseaux 


Ôÿ et wy et additionnons les expressions oblenues. En appliquant 
ensuite la formule de Grecn discrète (14) $ 1 on oblient 


us! (@,) + lys NL,où + (y=zU D — y y) — UPPER EE 
+0 VE — Yreal 9 — Yraba)o = (Ps Je + (P; Va. 
œ 


En transformant le premior membre de l'identilé obtenue à l'aide 
des conditions de conjugaison (85) et des conditions aux miles (86) 
on obtient l’idontité de |” . suivante : 


Y=. [FAURE lys Îlzoco sp + 2 (us (— 2) + y£ (0) — 
= (p; Yu + Py (0) + 4-7; (0) + ty, (0). (88) 
Majorons le second membro : 
1 (P; Y}o + Py (0) Tr y (0) + #*y, (0) | 
<|1Pllolyllo+1e11y OI Le4" 11% (0) +14" [y (OS 
IP lo yo + 1 Ny loc + A lors, FT HI Ucuë, 


En utilisant e-inégalité pour les majorations ultérieures et en tenant 
compte des expressions (74), (82), on oblient 


1 (@; Ye) + Py (0) + 47 y= (0) + of ‘ys (0)|& 
<e(L+M + M) (y loges + M9 pts) + 
+ (Ip +192 +14 +4") (89) 
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Minorons le premier membre de (88). En faisant x, — 0, xs — 
— 2/h & = ‘w, dans le lemme 2 $ 5, on obtient pour la fonction 


U (x) = y, (x) définie sur b 
2 1 2 
see T7 AC > — D yE kg ll ot) (90) 
og 
Comme y (—l)—0, en posant x —0, 0 = dans le lemme 2 $ 5, 
on s'assure que ||y- IL uŸ +27 y 6, lorsque %9—> 00. (Cette 
minoration et (90) entraïnent 


2 
Ï y= IlL,to,) d 2 ge 255 4 (so) 
En supposant que k<i/2, on aura 
sclges +24 ve) IL 
Ce qui entraîne 
4 2 
y Le ++ 2 ya (— D 27 lvlwe,) (91) 
On démontre de façon analogue que 


Nyse +2 ÉO> Er _. PAPERS (92) 


Revenons à l’identité de l'énergie (88). En tenant compte de 
l'inégalité (89), (91) et (92), on déduit de (88): 
4 —— 
re + M4 M vla, lien 
1 Fe ' - + 
LE Mel+|pl +1 RP +1 #* 1). 


Si l’on pose par exemple & = 2 [(4 + E) (1 + M + M)' on arrive 
à l'estimation à priori de la solution du problème (84), (85), (86): 


Las o 8 ace SA (UE lB+ OP +R PAT of, 


où M = const > 0. 

De cette estimation à priori on déduit de façon standard l'esli- 
mation de la vilesse de convergence de la solution du problème (84) 
(85), (86) vers celle du problème (87). 


$ 3. Problèmes discrets aux valeurs propres 


Lorsqu'on obtient des estimations relatives à l'étude des sché- 
mas discrets, il est parfois nécessaire de représenter la fonction dis- 
crète au moyen des fonctions propres d’un problème discret conve- 
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nable. Dans ce paragraphe on étudiora les propriétés fondamentales 
des problèmes discrets aux valeurs propres les plus simples. On trai- 
tera le premier et le second problème pour un opérateur aux diflé- 
rences secondes et pour l’approximation sur un stencil de cinq points 
de l'opérateur de Laplace dans un rectangle. On supposera que lo 
réseau est régulier. 

1, Premier problème aux limites aux valeurs propres pour un 
opérateur aux différences secondes. On sait que la recherche des 
fonctions propres et des valeurs propres du problème 


u”"(xæ) +Au=0, 0<x<i, u(0)=u(l) =0 (1) 


se ramène à la recherche de valeurs du paramètre À (valeurs propres) 
telles que le problème homogène (1) admette des solutions w (x) non 
triviales (fonctions propres). 

L'analogue discret du problème (1) se formule comme suit. Soit 
donné sur l'intervalle {0, !] un réseau régulier w de pas k — IN. 
Considérons sur w l’approximation discrète du problème (1): 


y. Ty = 0, xE&, yo — yn = 0. (2) 


On demande de trouver des valeurs du paramètre À (valeurs propres) 
telles que le problème (2) admette des solutions y (x) non triviales 
(fonctions propres). 

Déterminons la forme de la solution générale du problème (2). 
Récrivons l'équation (2) sous la forme: 


h?A 
pra 2 (1) ytym=0, j=1,2,..., N—1. (3) 
Posons 


2 
1 #1 = COS &h. (4) 
L'équation caractéristique de (3) est g? — 2 cos &hq + 1 — 0. Les 
racines de cette équation sont q, — eïi%*, q, — e-ich, donc la solu- 
tion générale de l'équation (2) est 
y (x) = Cieux + Coeur = ç, Sin GT + C2 COS ax. 
Déterminons les constantes c, et c, à partir des conditions aux 
limites (2): 
y (0) = Co = 0, y (2) = C1 Sin al = 0. (5) 
Pour que la deuxième des expressions (5) ait lieu, il faut que c, ou 
sin œ soit nul. Or c, ne peut être nul, car © +c 0. Donc 


sin œi — 0, et &« — kn/l, k == + 1, +92, ... Donc les solulions du 
problème (2) sont les fonctions 


knx 


pr)=csin À, k=+i, +2, ... (6) 
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De (4) il résulte que les valeurs propres du problème (2) sont à cher- 
cher parmi Îles nombres : 


knh 


TX ? R=ÆTt, +2, :1: 


_ À Gin 
À, = 5 sin 


On remarquera que zéro ne peut pas être valeur propre du problème 
(2), car il lui correspond une solulion identiquement nulle. Parmi 
les nombres restants, seuls (Y — 1) sont distincts entre eux, par excmn- 
ple, À, pour & — 1, 2, ..., N — 1. Ce sont les valeurs propres du 
problème (2). 

Montrons maintenant que les fonctions propres u, (x) définies par 
l'expression (6) pour 4 == 1,2, ..., N — 1 sont deux à deux ortho- 
gonales. En cffel, supposons qu'à la valeur propre À, es associée 
la fonclion propre u, (x) et à À, la fonclion propre un (x). Supposons 
que k met 1<k, m<N — 1. Multiplions scalairement l’ex- 
pression 


u,=, +Au, = 0, xEw, 
par Um (x) el l'expression 
u,=. + Amlm = 0, ZxE 0, 
par Lx (x) el ôtons la seconde de la premiôre. Il vient 
0 - (User Mme — (Unzsr Mn)o-F (An — Âm) (Ur: Emo: 


En appliquant la première formule de Green (12) $ 1 aux deux pre- 
micrs termes du second membre, on obtient 


= — (us Ms 1x sos + Qu — Àm) (ns Mm)o = 
= (An — Âm) (Us Hm)we 
Or pourk 4m 1<k,m< N — 1,3 # Àm donc 
(Us Umo —= 0. 


Donc les fonctions propres sont orthogonales. Prenons la constante 
c de (6) telle que les fonctions propres aient une norme égale à l'unité 
Des calculs directs montrent que 


(Ur, Uno = c°1/2. 


En faisant c — V/2/E, on obtient [| a [lo = 1. 
Calculons les différences regressives pour les fonctions propres 


(6) pour c — V/2/L: 
[ux (x)}> 
y 2 sin (EnO) cos #2 me = VA Vi cos(kn(x—h/2y/1). 


_2/577 Sin (knx/l) — sin (ka (k-- h}/l 
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En multipliant scalairement l'équation (7) par u, (x) et en transfor- 
mant l'expression obtenue à l’aide de la première formule de Grecn 
(12) $ 1, il vient 


O=(u,5.: Um)o + An (Ur: Hmjo — — (Lx), Lx) + An (Ur: mo 
D'où il s'ensuit quo pour 4 4 m 
x Pot = 05 
i.e. les différences des fonctions propres sont orthogonales au sens 


du produit scalaire ( , )or. 
Soil / (x) une fonction discrète quelconque définie sur w (ou une 


fonction discrèle définie sur œ el nulle pour x — Oetx — L). Dévelop- 
pons / (x) sur les fonctions propres {uz (x)}"*1, i.e. mellons f (x} 
sous la forme 


f(x) — 2 fabn (& (8) 


où f, sont les coefficients de Fourier de la fonction f (x). En multi- 
pliant scalairement (8) par LA (x) on trouve 


N-1 
(f, Um) = à fa (Un Um )w 7 hs 


Elevons (8) au carré et multiplions on par l'unité 


N -1 
(F2, Lo =((2 fnbr (x)}”, 1) == > RCL (Us Um )« 5 JR. 


L'expression obtenue cst En de l'égalité de Parseval. 


Etudions plus en détail les valeurs propres À, du problèmo (2). 


kin 
Remarquons que la fonclion sin 5, est monotone croissante lors- 


que # varie de À à N — 1. Donc À, << À, pour Æ << m. On sait quo 
pour 0 < œ < 1/2 la fonction (sin œ)/« vérifie l'encadrement 


2/n < (sin a)/a < 1. 


Comme 
(4) (D). (H) (Re) oO 


il vient (24/1)? < Ar < (kn/1}? et en particulier 
ln > hu > 4/P, 
En effet on a une meilleure minoration de la première valeur propre 
A. De (9) il vient 
dy (+ kn +) sin 24 
da  \2i ai 


(a—tga)<0, 0<a< 


&| à 
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D'où il s'ensuit que les valeurs propres décroissent lorsque le pas h 
croît, et comme Île pas maximal du réseau w est égal à k, — 1/2 sur 
l'intervalle [0, Z} pour le problème (2), on a 


M (ho) = BE << An (h) < Ar (h). 


Récapitulons. Pour faire ressortir l’analogie existant entre les fonc- 
tions propres et les valeurs propres du problème (1) et (2), citons 
parallèlement les propriétés des solutions du problème (1). 


Problème 1 Problème 2 
Fonctions propres 
uy (x) = 2/1 sin Fe x Ur (x) =V 2/1 sin Fe (10) 
R—=1:2,.,54: É=4,2 053 Ne À 
Valeurs propres 
ksh 
= (En/), k=1, 2, …. Msn, (11) 
Ah > Âm pour 4>œm k=1:2,; 455 NT, 


(2H) LA LUkn/L)?, 
À > ÀÂm pour k > m, 
M> 8/1. (12) 
Orthonormalité des fonctions propres 
(Us Um)o = 


OÙ Ôp m est le symbole de Kronecker, i.e. 


Bi. m = { 


l 


À x (@) Um (2) de = 8 m 
0 


4 pour k—m, 


O0 pour km. 
Dérivées (formules discrètes des fonctions propres 
(= VhVMcos TE | u,; = VU VA cos MEN 
k=1,2, = Vhx ph (x) 


k=1,2,:.:, N—1 


Orthogonalité des dérivées (formules discrètes) 
des fonctions propres 
L 


À u (a) un (œ) de = MO, m (biz Bnxhor = 
0 
= 2 Hush = ôp, me 


$ 3] PROBLÈMES DISCRETS AUX VALEURS PROPRES 251 
à À 


Complétude du système de fonctions propres 


Pour une fonction quelconque Pour une fonction discrète quel- 
f(&)ELe10, LL conquo f(x) définie sur « 
00 N-! 
j(a)= 2 fau (2), fa)= 2 fans (a) (14) 
où où 
l 
fn = | f(æ) a (2) de, fa = (fs des (5) 
0 
k=1,2,... hs 12,5 Net 
Egalité de Parseval 
l 00 
flo Pdr= Dh I Matuy =16 = (fo = 
0 h={ N-1 
=> (16) 


2. Deuxième problème aux limites aux valeurs propres pour un 
opérateur aux différences secondes. Considérons l’analogue discret du 
problème 


u"(x) +Au=0, 0O<zx<lI, u'(0) = u° (1!) = 0. 
Approchons les conditions aux limites avec l'erreur © (h?). Plus exac- 
tement 

y. + Ay=0, xEo, Vz, o+ 5 Mo = 0, Ye v— un = 0. (17) 
On remarquera que dans le problème discret (17) les valeurs propres 


figurent dans les conditions aux limites alors qu’elles n’entrent pas 
dans celles du problème à approcher. 


Soit À un opérateur discret défini par 


— {0 z=0, 

Av=i —w%,  xCo, (18) 
L 
CS LT =L. 


Le problème (17) se récrit alors 


Ay=y, zECo. 
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Les solutions du problème (17) et leurs propriélés s’obtiennent exac- 
tement comme pour le problème (2). On passera donc directement 
à la récapitulation des résultats. 

1) Fonctions propres 


Un (x) = 2/1 cos (knx/l), k—=1,2,..., N—1, 


Uo (&)=V 1/1, un(x) = V {/L cos (Nnzx/l). as 
2) Valeurs propres 

M=sin, k=0,1,...,N, (20) 
(2k/L) K'hn L'(kn/l)?, k—1,2,...,N, (21) 
An > Àm 4 > M, (22) 
M > 8/0, Ào = 0. (23) 

3) Orthonormalité des fonctions propres 
(Uns Um)o = Ôn,m- (24) 


4) Différences des fonclions propres 
(un (he = — VA VD sin x (x — h/2)/1) = V Ram, (æ) (25) 
k—1,2,..., N—1, 
(uv (&z= -— Van V Uisin Nn((x—h/2}/1) :-V Anux (x). 
5) Orthogonalité des différences des fonctions propres 
(Es En) os — Mn, me (26) 


6) Les fonctions propres forment une base sur le résean w. Toute 
fonction discrète f (r) donnée sur w peul se mettre sous la forme 


N 
1 (= 2 fab (2), (27) 
où 
fn = (f, Mx)s É=0; 1; SeniVe (28) 


sont les coefficients de Fourier de f (x). 
7) Egalité de Parseval 
N 


ls SUREC Îs= 2 fr. (29) 


3. Problèmes aux valeurs propres pour le laplacien discret. Soit 
donné un réseau régulier rectangulaire © — &, X w, sur le rectangle 
G= {0<Lzr, Ll,, à — 1,2}. Soit © — w, X w, l’ensemble des 
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uœuds intérieurs de ce réseau, y — w X © l’ensemble des nœuds fron- 
tières. Considérons sur & le problème aux valeurs propres suivant: 


Ay=—ys, V5, = AY 2€, y(x)=0 ze. (30) 


XoX?2 


Il est aisé de voir que le problème (30) admet une séparation des va- 
riables et la solution 


Ur (x) = pui, R: (x1) Lo, Re (x), Àn =, h; É À, h29 (31) 
k==(ki koh: Men, Das Not, 1,2, 


OÙ Hausn, (Ta) eSt défini par (10) pour =, k — k4, x = x, et 
Aa.n, par (11) pour l = Le, k=k,,h—h, == L/N,. Les fonctions 
propros (31) du problème (30) sont orthonormées, i.eo. 


(Ur (x), Mm (Z)}o = 2 hi D ha. Ur (ZT) M m (Z 1:22) Ts Ô km 


Considérons sur le réseau w un autre problème aux valeurs pro- 
pres 


Ay=(A+h)y=hy, 2€w, (32) 


où l'opérateur A, est défini par (18) pourz =zx,, l=1l,,h—=h,, 
© — w,. Le problème (32) est l’analoguc discret du deuxième pro- 
bièmo aux limites aux valeurs propres pour le laplacien bidimension- 
nel sur un rectangle. Comme (30), ce problème admet une séparation 
des variables et la solution suivante 


Un (x) = Pi, ni (25) M, ne (Mo)s  Âg = Min + À2, ho (33) 
k = (k:, ke), ka =0; 4 .…., Nos a — 1, 2, 


OÙ Ha,x,Z, Sont donnés par (19) pour! =, k=k,, x = ta et han, 
par (20) pour 1 —t,,k=—k,, h—h, = L/N,. Les fonctions pro- 
pres (33) du problème (32) sont orthonormées : 


(Un (&), Um (x) = Ôp,m. 


$ 4. Théorèmes de plongement 


Au $ 2, en établissant les estimations à priori pour les solutions 
des problèmes discrets sur un intervalle fermé, on a vu qu'il était 
nécessaire de comparer des normes différentes d’une même fonction. 
Pour faire cette comparaison il a fallu majorer une norme en fonction 
d’une autre avec des constantes ne dépendant pas du réseau. La même 
situation se présente lorsqu'on étudie des problèmes discrets multi- 
dimensionnels. 


254 APPAREIL DE LA THÉORIE DES SCHÉMAS DISCRETS (CH. V 


Dans ce paragraphe, on établira d'autres inégalités reliant cer- 
taines normes de fonctions discrètes définies sur un réseau situé sur 
un intervalle fermé ou un rectangle. On n’étudiera que des inégalités 
dont les constantes ne dépendent ni de la fonction en question, ni du 
réseau sur lequel elle est donnée. Les propositions traduisant ces 
inégalités seront appelées théorèmes de plongement. 

1. Théorèmes de plongement pour fonctions discrètes d’un argu- 
ment, On étudiera des fonctions discrètes données sur un réseau 
w € [0, 1]. Dans une partie des théorèmes de ce point on supposera 
que le réseau est régulier. Rappelons les notations des normes des 
fonctions discrètes qui seront ulilisées : 

lolc=maxfv(x)], Juil =maxfv;-(x)|, 
xE& xew* 


— 1/2 1/2 
iv [lo = || VÎlL,@) = Qu)", vel = (xx, V=)w+ , 


_. _ 1/2 

Il Ve. (lo RQ UPS x? =.) d 
Théorème 1. Pour toute fonction discrète v (x) donnée sur 
un réseau irrégulier arbitraire w et nulle pour x —=0etx=1l,;ona 


Ho lé< Milo li (1) 


où M, = l/4. 
Démonstration. La fonction v (x) admet les représenta- 


lions suivantes 


l N 

2 VE hi Vj — ads h;. 

En vertu des inégalités de Cauchy (15) $ 1, il vient 

î 
<a D hr (2) 
N 
(x) 2 VE, ju. (8) 
J=i+1 


Multiplions l'inégalité (2) par (1 — zx;) et l’inégalité (3) par x;. Ajou- 
tons les expressions obtenues et divisons cette somme par L. On a 


(ne EE hole Liv, ze. 


Cette inégalité étant valable quel que soit x, elle l’est pour x =: x, 

où la fonction v? (x) attaint son maximum. C.Q.F.D. 
Remarque 1. L’inégalité (1) est valable (avec M, = 1) 

pour les fonctions nulles seulement pour x — 0 ou x = L. 
Remarque 2. L’inégalité (1) avec M, — l/4 est exacte en 


ce sens qu'il existe un réseau © et une fonction v (x) tels que soit réa- 
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lisée l'égalité dans ({)}. Exemple: la fonction v (x) == | x — 1/2 | 
sur tout réseau admettant pour nœud le point x — l/2. 
Voici la généralisation du théorème 1 à des fonctions discrètes 


quelconques. 
Fhéorème 2. Pour toute fonction discrète v (1) donnée sur 


un réseau irrégulier ©, on a 
Poules ellvs 1 -+ (1/e+- 1/2) Hot, (4) 
où € est une conslante positive. 
Démonstration. De 


0? = 0? + » Css Zi 


h=35+ 

vÉ à À ATOS 
il résulte que pour tout (x, y)E®, on a 

LE (2) GE (y) + (1(U PE fs D 
Fixons x et multiplions cette inégalité scalairement par l: 

(x) <Ilvlf + 201) f Dos. (5) 
I] est immédiat de vérifier que (ici uw = v,;) 

(@?)-= (0 +ur iv 
L’inégalité de Cauchy (15) $ 1 et e-inégalité (16) $ 1 entraînent 
(oh D < (ol 12) + Qu PL ED 
Let | D @-hht D wa h]=elrlé +2 
xEW+ xEw+ 


Portant cette majoration dans (5) el divisant par L on obticnt l’iné- 
galité (4). C.Q.F.D. 

Dans l'inégalité du théorème 2 on peut remplacer la fonction par 
sa formule discrète. 

Lemme 1. Pour toute fonction discrète v (x) donnée sur un 


réseau régulier © on a 
fvsle<e lv. 16 + (4/e+ 1/2) fo ]f. (6) 
Démonstration. En reprenant les mêmes raisonnements 
que pour (5) on obtient 
LE (æ) << ]|ve 10 + 1 (1 (@E)xf, Lo (7) 
Comme 


(D£): = (vx + V- =) Us 
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il résulte de l'inégalité de Cauchy (15) $ 1 et e-inégolilé (16) $ 1 que 
1 1 
(Eh Do Ke vs, fo-+ 5 (5 +08 Do Ke los, Île + = 2 flo. 


Porlant cette inégalité dans (7), on obticnt (6). Ce qui démontre le 
Icmme. 
Lemmoe 2. Pour loule fonction discrète v (x) donnée sur un 


réseau régulier ©, on a 
Pose ll 0x, Île + #7 (Le ji 4/2) [fo ff, (8) 


où € est une constante posilive quelconque, M une constante positive ne 
dépendant pas de w. Si la fonction v (x) ne s’annuüle pas pour x == 0 
el x = l, elle vérifie, en plus de (8), l'inégalilé plus exacte 


1 
Re 2 1 + 75 I v lb: (9) 
Démonstration. Multiplions l'inégalité 


((Vars+-— =) 20 


par k, sommons sur x € w et transformons l'expression obtenue à l'ai- 
de de la formule de Green (12) $ 1 


Peu] ve + lo (lè—2 (10 [+ 2 (os fi vs ao) 20. 


Si v (0) = v (!) — 0, en posant Ex/2 — &, on déduit l'inégalité (9). 
Dans Ile cas général, les calculs évidents donnent 


al? 1 
os oxx Île + so I 2 1e + 


+ BE (0 (0) + vE (0) + CE (0) +u2 (D). ((O) 


Eslimons les termes entre parenthèses. En posant € = y! dans (4) 
ct & — Ôl dans (6), il vient 


02 (0)+ (D) L2[lole<2yi flo; (0 -+ 2 (4/09) + 1/D vif, 
v% (0) -+v2 (D <2|v- fé 262 ]us, 1 +2 (1/(82) -+ 1/2) 1 ve fh. 


Portant ces majorations dans (10) et transformant l'inégalité obtenue. 
il vient 
2 @/2-| 26 ne ee 

1226-2670 | Vis lo + 


1 1/«+4-1/(By)-+1/B 
ge 2 pe ven N° (11) 


ul 1 
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où a, B,.y et. Ô sont des constantes positives telles que 
4 — 28 — 2f/8 — y/(2B) > 0. (12) 


Montrons que cos constantes peuvont être choisies Lelles que le coef- 
ficient en {[v-, [5 sera aussi petit quo l'on veut. Posons 


= œ/2 +- 2Bô 


= 138 70h (13) 


ot tirons Ô. 11 vient 
ô = 5 26 — œ/2 — v6/(28) + 
+ VE —2BE — 72 — y (2) — BE > 0. 


Posons lo radical égal à zéro. Il vient 


8 V 8/2, (14) 


Portant cette valeur de Ô dans (13) on obtient 


p— E= 24 V (E—a/2— Art (+3 VE V2) 


> 0. 
AG+3VUV2 
Supposons que 
E — a&/2 > 0, (15) 
et posons de nouveau le radical égal à zéro. I] vient 
1— a/(2 
B=- VE — T0) (6) 


4(38V23+VE) ? 
_(t— a/(25)} 
RATE EEÉ 


On remarquera que si la condition (15) est réalisée, les constantes 
B, y et & définies par (16), (17) et (14) respeclivement vérifient la 


condition (12). 
Posant maintenant, par exemple, & = Ë et tenant compte de 
(14), (16) et (17), on a 
ri +I/ABN +1 
ME TURC ETC) 
_ M2 (V2 EVE +8 GVEV 241) 
VIH V2 1 
2 (1— ne 
(79 2) 
0 GV2EVE 12 (GV3+ VE)" +8 (6 VEV2+1 
ë TGV 2VO@ V2 VO 
Porlant cette majoralion dans (10) ct notant l’Æ par &, on obtient 
l'inégalité (8). Co qui démontre le lemme. 
17-0372 


(17) 


5 &M(1+ 1/6). 
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Théorème 3. Pour toute fonction discrète v(x), donnée 
sur un réseau régulier «w, on a 


ol e 11 vx, 1h + M (24 1/1) vit, (18) 
Pole ee, Île -+ M (UE 1/ef) Toi, (19) 


où € > 0esl un nombre arbitraire, M une constante positive ne dépen- 


dant ni du réseau w ni de la fonction v (x). 

Démonstration. Démontrons lout d’abord |” inégalité 
(18). Posons e == al dans (4) et e — Pl? dans (8). Estimons || v= |K 
dans la première des inégalités en question à l’aide de la seconde. ‘On 
a. 


1 
Jole<oB los lE+ Ma (1+1/8)4 14 1/1. (20) 
Soit af —+, f=—7y/2. Posant 
1/3 

RE: ARTS 

Eu 1+v1/5 
on obtient 

A 

LÉ où AL m XEY 5-1 : 
= MIE [a+ nL + M A7 Î< M: (4 +y"1/8). 


Posant y — £ et tenant compte de la majoration obtenue, on déduit 
que (20) entraîne (18). 

Démontrons maintenant l'inégalité (19). Posons e — œl dans (6) 
et e = fl? dans (8). Estimant || v- | dans la première des inégalités 


mentionnées à l'aide de la seconde, il vient 
os EE (@ + Bla + (vs, 184 DL (4 +40) (14/8 fol (20 
Soit 


a + Bla + B — Ÿ. 
Exprimons f en fonction de « et y: 
B-: _ 4-1 


Y—a 
Posant par exemple & = yÿ/2, on obtient 


(+ La) (LB) = 11 + (2) T RE 24 (1 + V9). 


En se servant de cette inégalité pour estimer le coefficient en || v [f 
de (21) et en posant yl — €, on déduit (19). C.Q.F.D 
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2. Théorèmes de plongement pour les fonctions discrètes à deux 
arguments. Nous étudierons ici des fonctions discrètes données sur 
un réseau rectangulaire © = © X &, tramant le rectangle G — 
= {r= (mn, 2) [0 <re Llor @—1, 2}. Soit © = w, X œ 
l'ensemble des nœuds intérieurs du réseau w, y — @ N © l'ensemble 
des nœuds frontières. 

Introduisons les normes suivantes pour les fonctions discrètes 


données sur ic réseau 6: 


vlc = max |v (x) |, le 2 2 hu? (x), 
xEO @y (Da 
(2, ll == 2. hs 2 love (x), [vs 16 == 2 LA 2 hove (x), 
| Vo fl — “ee r +. Hvi= Us vo I ñ IAE 
Soit 
(u, v),= ù u(t)v(x)t(x), 
où 


Ro ay La œs =0, l ; , 
6 =| (To) Ta CO Xp 85 Ba (2) 


[Ra (ti) + he (22)]/2, Ta 0, le; œ@=1, 2, 


est l'analogue discret du produit scalaire des traces des fonctions 
u (x) et v (x) sur la frontière, et 


Lol = (, v)?. 


Introduisons la norme 


lu 113, o — 2 hiho (vE + ui.) +2 2 hi 2 RES 
1 2 


pour les fonctions discrètes données sur le réseau régulier w et nulles 
sur sa frontière Y. 
Théorème 4. Pour toute fonction v (x) donnée sur un réseau 


irrégulier quelconque w, on a 
Hole] Vol + M2 (e)llv|f, 
où £& est une constante positive, et 


2 (+1 
M, (e) = nn GA + S, 


Démonstration. En vertu du théorème 2, on a pour la 
fonction v (x) à x, fixe: 


(0, za) +0? (la, 2) 2e 25 VE (2) hi 2 (M + 4/8) Di v2 (x) Pa. 
1 ü: 


17% 
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mo qq mo 


Multipliant cette inégalité par fi, (x,) ot sommant ensuite sur @o, 
on obtient 


à [U2 (0, re) a+ 0? (1, To) fo] K 281 [| V> Ib 2 (1/24 1/8) [vif 


De . analogue on démontre l'inégalité 
2 Lu? (21, 0) Fr +0? (es, de) la] 281 fl 0x 15 -+ 2 (8/22 + Le) 1] v ]lo. 
Os 


Eau ajoutant les deux dernières inégalités et en posant 2€, — € on 
arrive à la conclusion du théorème. 
béorème 5. Pour toute fonction discrète v (x) donnée sur 


un réseau régulier & el nulle sur sa frontière y, on a 
Ho flo < M3 1 [losos 


AUS 7 
M5 = 82 ET l + E) + (L? [ ET | 


Démonstration. Soient u, (x) les fonctions propres du 


laplacien discret sur Lo réseau w, qui vérifient les conditions aux limi- 
tes de première espèce. Développons la fonction v (x) sur les fonc- 
tions lu (x): 


= 2 Urlr (x), k == (Æt ko). 


En vertu de (31) $ 3, les fonctions u4 (x) sont uniformément bornées, 
donc 


dos © val (x)) Fe (2 ul) (23) 


Estimons Ie carré de la somme. du socond membre de (23) 
(CZim)-<(Dimlaar) < à vi DK, (24) 


où À, sont los valeurs propres du laplacien discret. L'orthonormalité 
des fonctions propros 1, (4) el l’orthogonalité de leurs formules dis- 
crètes (cf. problème (30) $ 3 et (2) $ 3) entraînent 


Ni1--1 No-1 


DM D 2 vire (M 2Anhret id = 
R hi=:1 ho=1 
=|0., 16 +210 flo-+10.. 16 = lv 1 0 
De Jà et des expressions (24), (23) résulte la majoration 
olé <W vf, 0, (25) 
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4 2 
MT Dr. 
R 


Estimons la constante A7. Comme 
N1-A No-tf 
DA=kt+ 2 2 A, 
: hi 


en vertu des formules (31), (11) et (12) $ 3, il vient 
N1-1 No-1 


. 8 8 \-2 = 4 & 2 
Det) + D ZX (ré e)< 
k hi=1 ho=1 
hi+h2>2 
1213 se d a d 
cd 122 : pi > nmlue RE 
<| an lt | g a | | a 
0 (+ COs? (p -| TE sin p) 1 
AE LUTAUSL CE |- 5) 
Fr _8(2-1 J- 12 rl’ gg ’ 
car *) 
z/2 n/2 
sin? o dp Fe Î cos? @p dp' __f 
(u? cos? (p +-b2? sin op}? |] (a? sin2 @+ b2cos? p}? — 4abs * 
0 0 


En portant celle majoration dans (25), on arrive à la conclusion du 


théorème. 
Théorème 6. Pour tout couple de fonctions discrèles u (x) 


et v (x) sur un réseau régulier © -= @1 X &@,, nulles pour x, == 0 et 
| — li. on a 


S } u (x) | ut” IG), < 
| PE nn TS 
x1C 0 
} Hs 
L {ci Îles, TA }- ns | Ju Ux of 


ENS CRE LE ES 


où &, el &4 sont des constantes posilives. 

D'émoustration. Nous la ferons en trois élapes. Dans une 
première étape on prouvera que l'inégalité (26) découle d’unc iné- 
galité analogue pour fonctions d’argument continu, en l'occurrence 


CT. par exemple, la formule 3.642.3 dans l'ouvrage do Gradstein I., 
Ryjik 1., Tables des intégrales, sommes, séries ot produits, M., « Naouka y, 
1971. 
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de 
ls 


sup EUE 6 (4) d|< 
0 
ôu 


0LYs<l: 
2 1 L 4) 2 je 
ILa(D) Li nf ES To 0y4 Î|L2(D) X 


et 
LjJEp y 
LatB) +(+ To )| 0y1 |ÎL2(D) ÿ (27) 
Etablissons ensuite l'estimation 
li 


js dv a 
AÉOE CAO ETAT (28) 
0 


ôu 
7 


_n 


où ||-||;: Bo ny °5t Une norme définie plus bas. 
Ace one la démonstration du théorème en majorant les fonc- 


tions u (y) et D(y) comme eur 


» (29) 


LB) Ÿ + à ôyi 


SU, Il 2 (y) [74/2 ço, 1 < el TR ue 


Lys 
où e est un nombre positif. - 
Mettons notre plan à exécution. 1) Soit D — {y —(y1; y:)|0S 


Use ler a=A1,; 2} un rectangle, ©--=@, X ®, un réseau tramant 
le rectangle D, où Ou == {ta = halo | lo = 0, 1; .…., Ne * Na = lolho}. 
Les droites Ya = haia et Ye — eut hiiys OÙ ia =0, Hi, +H2,..., 


divisent le rectangle D en triangles égaux dont les sommets sont 


les nœuds du réseau w. Soient w(y) et v(y), xEw des fonctions 
continues, par morceaux linéaires sur chacun des triangles, coïn- 


cidant respectivement avec w(x) et v(x) pour y=zx€o. Les déri- 
vécs Ou/0ya et Ov/ôy, sont constantes par morceaux, donc 
li 2 li 


lus 18= [| (5) du du Le | [a D)" an dye (80) 
0 0 


D'autre part 


(- 11) 
> ne OR En (7) 
X1EOT 


est confondue avec la Le des trapèzes pour l’intégrale 


En 
É a) Se dun, 
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et comme x 0v/0y, est linéaire par morceaux, il vient pour y: — 
= La € On 


: (19 fs 
D MAO E » = [10% PO qe (31) 


+ 
LEOT 


D'où il résulte que 


| 


Les expressions (30) à (32) entraînent la validité du théorème sous 
réserve que soit réalisée (27). 

2) Prouvons maintenant l'inégalité (28). Soit w (y,) une fonction 
définie sur l'intervalle [0, Z,}Ï, nulle pour y, = 0, L,. Soit 


_yt- 11) 
DE OR LE pe (2 z) | ca LS É (y) — TT dy1l. (32) 


< Û 
x1E0Ÿ 0 UE 0 


00 


_ S! kT 
à = 


où w, sont les coefficionts de Fourier du développement de la fonction 
w (y,) sur le sysième orthonormé {V2 sin Fr DE i.e. 
1 


l 
un = V2 | w (y1) sin FE dy, k=1,2, ... 
0 


Développons à y, € 10, L] fixe les fonctions % (y) et v (y) sur le sys- 
tème orthonormé 


KT 
u (y) y ? D Ux (ÿe) Sin Fu, v (y VES DE (y2) sin es 


k=1 R=1{ 


Portant ce développement dans le premier membre de (28) et effec- 
tuant des calculs simples, il vient 


la Lo) 


5 ô + 

Lio an D tt Ge (Be) 
P, 4= 
D< q 


La définition (33) et cette exprossion entraînent que l’inégalité (28) 
aura lieu si l’on prouve que la forme bilinéaire 


A, n)= ; À, Apqëpla (34) 


PFq 
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où 
_ 
ang er VA —(— 1), pe 9 (85) 


est égale à la constante 11/2, ct est bornée, 1.e. 


LA , 
AE mI<+ ( SE ES :) (36) 
P=1  q=i 
Dérontrons l’inégalilé (36). Considérons tout d’abord la forme 
bilinéaire À? (&, n) dont les coefficients sont définis par 
4: (— 1)pt9 
=. PÆQ bpp=0, (37) 
et montrons qu’elle est bornée par la constante x. Introduisons à ces 
fins la forme bilinéaire C (£, n) de coefficients 


1 —(—1)p#a 
Pa pq 


bg = 


et les formes conjuguées 2° (£, n) et C”’ (E, n) dont les matrices PB” 
et C” sont conjuguées aux matrices À et C des formes À? (E, n) et 
C'(E, n) respectivement. Consiruisons les formes F (Ë, n) et G (£, n) 
dont les matrices F et G sont les produits des matrices B par B' ot C 
par C’, i.e. 


Îpa = À Dpnbghs  Epa = À CpkCqh« 
R== 1 h-=1 
Les matrices et G sont visiblement symétriques ct non négatives: 
Fe LS ns Ga PAR, E) > 0, GE, €) > 0. 


Supposons que la forme quadratique F(£, Ë) est bornéo par la 


00 


constante M2: l'(E, << M? 2 & On a 
BED D m0 D br CS NUS CS der) T 


SE nm) LE (E EY2<M ( DE 2 mn)”, (38) 


i.e. la majoration de la forme quadratique F (&, £) par la constante 
M? entraîne celle de la forme bilinéaire # (Ë, n) par la constante M, 
donc il suffit de prouver la première. 

Por ailleurs G(E, €) > 0, il vient 


FE ED LT(E 5 +G(E, = I (8, 6). 
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Eva]luons la forme quadratique À (ë, E). Calculons d’abord ses 
coefficients : 


du 
k 1 1 1 
= À QG +-eb) = > CAP to 


hk=1 


CRT EE DEEE TEE ES 


kR= -— 00 


En faisant le changement p ;-Æ-k", on obtient 


hpp=2 RS on 2 con À QE 


Rk= — 00 


= 8 DE —(—1"1 5 — 
Il est standard *) que 


Y 1 _ “LA 
2 (2x7 7 8 ? 
R-=1 
donc 
bnp = 21 —(— 1). 


Si pq 


00 
ha = D (Bpr0qn Si a CprCqh) “A 


h=3 


_ « LA \P+h _{__A\g'# ds ie à D Un = 
2 EDP C1) roc: CEE Le 


h=—1 
+. à) A 2 à LR 1 
us (-1 X) (a+) pq . 
= -Rpg D a En NERO à 


*) Gradstein I., Ryjik 1., Tables des intégrales, sommes, séries ct pro- 
duits. Formule 0.234.2. 
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Etudions hpq: 


où 
ho = _(— 49 g+h sl 
ou — mr 1e BL CHI -C-N [+ p+k 
> = — - 7) , Si p et q sont pairs, 
ps 
LL. > [ en si p et q sont impair 
Er 5x |: p et g sont impairs, 
An g+ P+ 
| o, si p+g est impair. 
Etudions chaque somme séparément : 
S Charles D fonl-rie 
HE — TE 1 ho | .. g+2k—1 p+-2k—1 


k:= = 00 


ve peut écrire 
ù ra le 


k= I K 
ES hy 
ù TE a 2 Feat © oi (K). 
i=-XK 


p et g étant pairs, dans chaque somme on peut procéder au chan- 
gement : g+2i:--2k, p+2j=—2k. On obtient en définitive 
K+q/2 ; K+p/2 


4 
hpg (K) = 2! 2k—1 D 2k— 1° 
h=-K+q/2 h=-K+p/2 
Pour {p|, [9] <X et p<9Q 
K+p/2 i K+g/2 i 
IT 
H(R)= À O git À 1 
k=-K+q/2 k=K+1+p/2 
—K-1-+9/2 K+p/2 
Er D nu 
où > 2k—1 dkR—A 
—K+p/2 k=-K+q/2 
K+p/2 —K-—-1+9/2 
a S 1 
és Li 2k—1 2k—1° 
:=K+1+p/2 h—-K+7p/2 


D'où il résulte que pour p<g et |p|, |g| <K 


A OISE 
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donc pour p<q 


© , 4 
> x — ne ru | = lim 43 (K) =0 


R= - 00 


De facon analogue on montre que cette somme est nulle pour 
p>9q, de même que la somme 


S Per 
> qg+2k var |. 
Rk= — 00 


Donc hpg == 0 et 


1—(—1)}P][1—(—1)2 
A mL om Cut 


pq 
Et partant 


H (E,E)=n? D Es — S me shui bei 


p=i p, q=i 
_ n2 £2 4 S É2p-162q-1 
Ta ; p — RACE EE) 
p=1 , = 
Or 
: _ Éop-thegs ! É2p-1 | 2 
> Cr-D@- D -(3È D) >0 
donc 


HE E)< 2 &. 
p=1 


Ceci et (38) entraînent 


IBE,n )1=| > ten | 58 3 Me (39) 


Avant de passer à la démonstration de l'inégalité (36) considé- 
rons une autre forme quadratique: 


S(É,E= >» Spa : (40) 


D, 9=1 
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O0 
{ . | 
Comme —— = e-(P+9)t dt il vient 
0 


* n 00 oo 

, Épéq pt \? 

SEb=in D re (3e) 420 
Xp, aF1. 0 n==1 

i.c. [a forme quadratique S (6, £) n’est pas négative. Posant E, -- 


= V’p E, dans (40), on s'assure quo la forme quadratique 


| Vra 

AURES > tpg8p£gr ÉD Eat 

D, Q==1 
ne l’est pas également. Soil nr un nombre naturel quelconque ot 
n — 
à V p9 
T, (Ë, Ë) — à l papa: Lpy RrErx (41) 

P, q— 


La forme 7’, (£, £) n'étant pas négalive, on peut extraire la racine 
carrée de sa matrice: 77/2 — U,. Soil u,, los éléments de la matrice 
U,. On a 


ñn 
Lg = ba Urpltrqe (42) 
r==| 


Considérons la forme bilinéaire 
at 


À (Ë, n) — >, € pqën"a 


p /-q 
dont les coefficients sont définis par (35). Lorsque n7 — oc cette for- 
mo se change en la forme (34). De (35), (37), (42) et (42) il suit 


n 
pq = Vpalpq =“ Üpq 2 Urplrq; 


1.e. 
n n n 
An (É, n) = 21 ; 2 Dpy (ur pBp) (UrqNa) = à Ba (U, En: UrqMu)» (43), 
p 40 0 


où By(apr Bo) = 21 patrie Eu vortu de (39) la forme bilinéaire 
P, 4— 
Ba (Gp: Ba) est bornée par n, donc 


n n 
: "11/2 
| Ba (ur pôps Urge) KA | > (ur pt) D (rpnp) | < 


p- 1 p—i 
n 


- I ‘ . 
y D; (urn) (EM). 
p= 
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Utilisant cotte inégalité pour majorer le second mombre de (43) ct 
tenant compte do (42), on obtient 


n nr. 


An (E MIS D D (uen) (5 +18) = 
p=1 ri 
= > Enr (+) me EE X Lpp 5 (65 -1 no). 
p=i PSN p=i 
Or (41) ontraîne que max fpp == 1/2, ose 
| Ah (Ë ? IST S (65 + np). 
p=i 
ñn ñn 
Soit D E5= > m1 Donc |4, (6, nISS-. Posant dans 
p=i p=1 


An (6, 1) : 
BAŸE, men/(S n) 
on aboutil à l'inégalité: 


CAC 1/2 
AE DIS (SE Sn) Û 
D=1 qg=1 
En passant à la limite pour ñn — oo, on obtient l'inégalité (36) qui 
entraîne (28). 

3) Resto maintenant à démontrer l'inégalité (29). Soit w (y) 
une fonction confondue avec w (y) ou v (y). En vertu de la définition 
(35) se à - 2 k1 ,, 
UE Que) la = D Of Qu). (49) 


En se servant du théorème 2 $ 4, on démontre sans peine que 
2 ere ; l2 
2 CDR CS DS 
Wh S En | ( EDR Aya + ( ER = pa ] Wh (Ya) dy. 


Portant cette majoration dans le second membre de (44) et posant 
EntT/l, = €, il vient 
l2 ue 
own \2 
> (FL) a+ 


I uw ( (Ya pa) are De 


C0, ns 
l2 


+ 5 (£+ +7) (5) Î wh (Y2) dye. 


(l 
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oo Lo l4 d2 


> | 5) dv: [CG ) du due 


et 
D (+) (E) [too 


x 
Î 

CS 
© 


[2 


<(i+4)5 (A) | an = 


l1 12 
=(+ =) | | (& 1h ya dy 


d'où résulte l'inégalité (29). Ce qui achève la démonstration du théo- 
rème. 


$ 5. Minorations relatives à quelques opérateurs 


En étudiant les modèles unidimensionnels au $ 2 nous avons eu 
au cours des diversos étapes à effectuer des estimations du type 


y, y>Mlylk, M=const=0, (1) 


où [u, v] = (Au, v), oulu,vl= (Au,v})- et A, À sont les appro- 
ximations des opérateurs différentiels correspondants et des condi- 
tions aux limites, Tous les opérateurs du $ 2 étaient autoconjugués 
au sens des produits scalaires correspondants. Or pour les opérateurs 
autoconjugués on a 


Âmio (v, v) < (Av, v), 
Où Amin est la plus petite valeur propre de l'opérateur, i.e. 


D'où il résulte que (1) minore la plus petite valeur propre de l'opé- 
rateur discret correspondant. 

Dans ce paragraphe on établira des minorations (1) pour quelques 
opérateurs discrets agissant sur des Jonctions discrètes de un ou deux 
arguments. Pour ne pas répéter toujours les mêmes raisonnements, 
les propositions seront démontrées non pas en termes d'opérateurs 
mais en termes de formes quadratiques [v, v] qui sont liées de façon 
évidente avec les opérateurs minorés. 

1. Fonctions discrètes d’un argument. Considérons des fonctions 


discrètes données sur un réseau w sur l'intervalle [0,/], 
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Lemme 1 (inégalité de Friederichs), Pour toule jonction 


discrète v (x), donnée sur un réseau régulier w de pas h et nulle pour 
z=0etz-—l,;ona 


« 2 sin (rh/(21)) 2 
ll>Mallolé, où M=[ EM P, (2) 


Démonstration. La formule discrète de Green (12) $ 1 
donne 


vb = —(03,; vo. 


Donc pour obtenir (2), il suffit d'estimer l'opérateur aux différences 
secondes avec des conditions aux limites de première espèce. Au $ 3 
on a examiné le problème aux valeurs propres correspondant et on 
a établi entre autres que la valeur propre minimale de ce problème 
était W,. Ce qui entraîne l'inégalité (2). Le lemme est démontré. 

Remarque 1. L'inégalité (2) avec la constante M, est exac- 
te en ce sons qu’elle se transforme en une égalité si pour v (x) on prend 
la première fonction propre du problème (2) $ 3. 

Remarque 2. La constante M, de l'inégalité (2) dépend du 
pas h, mais, en vertu de (12) $ 3, elle peut être minorée par une quan- 
tité ne dépendant pas de h. Plus exactement pour X < 1/2 on a 
M, > 8/P, 

Remarque 3. L'inégalité (2) vaut pour un réseau irrégulier 
si la constante M, est égale à 8/1? (cf. lemmo 2). 

Remarque 4. L'inégalité (2) est valable pour les fonctions 
qui s’annulent en une extrémité seulement, i.e. pour z — O0 ou 
z — ll, mais avec une constanto supérieure (cf. remarque 2 du 
lemme 2). 

Remarque 5. Si v(x) est une fonction discrète quelconque 
sur @, l'inégalité (2) n’est d'une façon générale pas valable pour elle, 
Exemple : la fonction v (x) — const (x € w) pour laquelle le premier 
membre de (2) est nul. Aux lemmes 2 et 3 on élablira les analogues de 
l'inégalité (2) pour des fonctions arbitraires. 

Lemme 2. Pour loute fonction discrète v (x), donnée sur un 


réseau irrégulier ©, on a 


Ius 16 + %ov°? (0) +2 (1) > Mllvll; (3) 
où %o et #1 sont des constantes non négatives dont la somme est positive, 
et 


. 8 (Xo-1- #1 -+ lt0%1)° 
Mo = 60 C0 Go + da Te): (4) 


Si v(0)=v(l)=0, l'inégalité (3) s'écrit 
8 
PARAIT (5) 
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Expliquons l’idée de la démonstration sur l'exemple de fonctions 
d'argument continu. Toute fonction dérivable v (x) vérifie l'identité 


v(z)-=v(0)+ | v'(E) dé. 
0 


Elevant cette identilé au carré et estimant le sccond membre à l'aide 
de l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski et do e-inégalité (16) $ 1, 
il vient 


D (2) (A 4 60) 0? (0) + (A Les) & | v°2 (8) dE: 


) 
Soit z<y<l. Ona 
y 
L° (2) (4 + 80) 22(0) + (14 1/60) à | v'2 (€) dE. 
0 


[ntégrant cette inégalité sur x entre 0 et y, on obtient 
y 


Î 0? (x) da (1 +- 80) yo? (0) + (1 + 1/60) ce { v( 2 (£) dé. 


0 


So" 


De façon analogue on démontre 
À ue (x) de (1 4e) (y) 2° (D + (+ Le) fe v'? (E) dé. 
0 U 
Choisissons maintenant y € [0, {] tel que les coefficients en les inté- 
grales des deux inégalités soient égaux. Ceci aura lieu pour y = yo, 
où 
l Æ + 17e, 
VT + eo + VTT Tes 
Ajoutant les inégalités précédcütes pour cetle valeur de y, on obtient 
l — 
L (Ho) V1 1/8 
(x) di ——— 2 (0) - 
Se ae 0 


L 
pue) PAT Ten ogg PE HA) A+ Je) | v'2 (x) dx. 
VTT 1/60 V1 1e 2 (VITE Let VT+ Te) 
Démonstration du lemme. Appliquons maiuto- 
nant cello idée à une fonction discrète v (x) sur ©. Comme le point 
y = y, est susceptible do no pas appartenir au réseau ©, il nous 
fandra compliquer les raisonnements. 


Yo = 
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Toute fonction discrète v (x) — v; vérilie 
î 
à 
V’; — Vo “|- 2 Le jh; 
j=1 
Elevant au carré les deux membres de cette identité ct estimant le 
second à l'aide de l'inégalité de Cauchy (15) $ 1 ct de &-inégalité 
(16) $ 1, on aura 
î 
2 
vi (1 +80) vi -+ (1 + 1/85) à Ve; Rj. (6) 
3—= 
Soit x, E w. Pour x; < ty_, on déduit de (6) 


LES (1 + 60) VE + (14 1/0) 25 Do hi. 


nee 


Mullipliant cette inégalité par #;, sommant sur à entre 0 et k — 1 et 
remarquant . 


de Tja1 TJ ThTRA 
S Th; = ù T; = 9 


j=1 
on obtient 
h—1 
S'uh< (1 +-E + 14 1/e0) Lt 7 
D vtr, &(1 +60) (2x — 2) 08 + (1 + 1/80) Dé (7) 
j=0 


Posons maintenant i — # dans (6), A par eh, où 
. | e < 1, et ajoutons à (7): 


> LE evklir S(1+ 80) (ra — À + eñx) vi + 


k 
. (1 “É 1/80) Th Cat 2ehp) ÿ ve hi. (8) 


j=1 
Posons 


n — an + eñs = = y — (1 — €) 4e nt (9) 


et remarquons que pour x € wete€l[0, 1], n peut prendre des va- 
leurs quelconques dans [0, !]. Il est aisé de vérifier que 
Zn (T1 + 2hn) = 2Ë + an (— (1 —Ee) ha + hr) LAN. 

En tenant compte de cette circonstance, on déduit de (8) 

h—1 k 

T°? 

D vhs +evthn <(1+e0) Ni + (14e) + Du ;h. (10) 

j=0 j 
18--0372 
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En reprenant les mêmes D de l'identité 


= À Ve, jh 


EL - 1 
on déduit l'inégalité 


N 
| 21 vih; + (1 —e) dé ha L(L +8) (— 0) vh + 
3=h+- 


N 
l 
+ (1 + 1e) D 8, jh (11) 
3=h+1 
Posant 
l VT+ 1/et 


Te Vi Te 
dans les inégalités (10) et (11) et les ajoutant on obtient; toutes trans- 
formations failes: 


No 1452 (4 +7 25h) 2 (0) + 


1 + 1/es 
284 1 +-1/ei 2(VT+ 1 /80-+ V 1+1/e:)? 3 
TV Dre) 02 des Ne lie 


Reste à exprimer €, et €, au moyen de %, et #,. On obtient ces 
expressions en supposant que le coeîlicient en v° (0) est égal à x, et 
le coefficient en uv? (!) à x, i.e. 


Ce 4 
4-+ 1/e1 260 a 4 
Fi: Di # 
LL = = ——— À, (12) 


%o = lko/2, #1 —= lx/2. 


Les formules (12) entrainent 


Rs (Hi), je Let L(h su 


Portant e;* dans la seconde des équations (12) et élevant les deux 
membres au carré, on obtient l'équation en e, 
(1 + 1/%0) Kh/e1 = 2 +%1/%o +1. 
D'où 
__ __ #8 Gu+1) 


Bots Ho +41 
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qe <q mmm 


Portant cette expression de e, dans (13), il vient 
24044 + Ko +44 
Exprimons au moyen de %, et %, la constante 
M, 2 WE 80 VIE) 
d le (1-F 1/80) (1+ 1/81) 
Les formules (12) entraînent 


ko D VTT Det VITAE x _ VIe Vire: 
(7, V 11/2 * es V 1+-1/es 
donc 


| en — 
Ma= 7 Do) V eve (1 +60) (À +8). 
Portant ici les valeurs de & et €, on obtient 


M,= 8 (xo + %1-+ Inox)? 
2 L(2+.10) (2+ lu) (240 +244 lmoxa) * 

Ce qui démontre l'inégalité (3). 

L'inégalité (5) se déduit de (3) si on pose dans cette dernière 
0 (0) = v (1) —. 0 et quo l’on passe à La limite dans (4) pour 4, —> 0 
et x, —> oo. Le lemme est démontré. 

Remarque 1. Supposons .que la fonction discrète v (x) 
s'annule en l’une des extrémités de l'intervalle [0, 2}, par exemple en 
x = 0. Dans la formule (4) on peut passer à la limite pour #, —+ oo 


: 8 / 1+1 2 
lu: 16+ a (0) >Malvlh, où Ms=-7 (5) é (14) 


Remarque 2. Sous les mêmes hypothèses on peut minorer 
Iv= 1$ au moyen de || v |[$. Pour cela il faut poser x, — 0 dans (14): 


lo >< vf. (15) 


Remarque 3. Si dans (3) on pose x, — 0 par exemple, la 
minoration s'écrit 


N 2 
Josée > Mol, où M. (6) 


Lemme 3 (inégalité de Poincaré). Pour loute fonction discrè- 
te v (x) sur un réseau irrégulier &, on a 


le +, 12. (17) 
148% 
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Démonstration. Soient x; et x, deux nœuds quelcon- 


ques du réseau wo. Vu que pour t; € %k 
k R 


(0; — V3)? =(2 Ve hi) Len —c) 2 vÉ, hi; 


= _— 


et pour x; > Lx 
i 


î 

2 

Gi) — ( à, Ve h;) (ti — 2x) à VE, jh 
= ik 


on à loujours 
Gin) <]ti an [|| vb. 


Multipliant cotte inégalilé par À, ct sommant sur i entre 0 et N on 
obtient, toutes réductions faites : 


LE. 
[Lu flo + dué — 203 (, DS <— ll, 


puisque 

N L Xhf l 

D. [ti —znlh; — | lé — xn | dt - À (tr —t) dt +- | (£— x) dt — 
i=0 0 0 Xp 


l' l 
= (-u)n <<. 


Muitipliant maintenant par #, et sommant sur # de 0 à N, il vient 
13 
Zu —20@, 1<-IL ll 


d’où il résulte (17). Le lemme ‘est démontré. 
Lemme 4. Soil un réseau irrégulier w tel que 


D R(x)>m, (18) 
oN{a, b] 
où (a, b] = [0, {l. Pour louite fonction discrète v (x) sur ©, on a 
Ivl+u 2 va>M,l|v}, (19) 
wf{a, b] 
« 2 
où Ms= Ent» et u=— const > 0. 


Démonstration. Pour 2, <%r 
R h 
? — CDR vas ph) (14e) vf + (1 + 1/6) ( 2 a sh) < 
I j=it- 
L(1+e) vi +1+1/e)]r; — 2 [fus fl. 
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Il est immédiat de vérifier que celte inégalité vaut aussi pour x, > 
> tr. Multiplions-la par #; et sommons sur à de 0 à W: 
fut SI(1+e) vè +(1+ Le) fus (te — if, 1) 
2 
SL(L He) où + (12 Ve) Les fE 


Une multiplication par À, et une sommation sur x, € w f\ [a, b] 
donnent 


D hlofgi(t+e D w(h+(itte)s D #lwxlf. 
©f[a, b] Na, b] offa, b] 


En utilisant eue la condition (18) et en supposant € — ulm/2, 
on obtient (19). Le lemme est démontré. 
Lemme 5. Pour toule fonction discrèle v (x) sur un réseau ré- 


gulier w de pas h, nulle en x — Oetx —l,ona 
2 sin (nh/21) 4 
> Melo, Me [ (20) 
Démonstration. En vertu de (9) $ 4 quel que soit ëe >0 


| | 
lus. > xl —-5 lv (los 
et en vertu du lemme 1 
e 2 sin (xh/(21)) 12 
PR Mliolé où M, [DT 


Estimant || v: |5 dans la première des inégalités à 
conde, on obtient 


l'aide de Ja se- 


M 
ll >( LE) fol. 


Choisissons & tel que lo coefficient en || v |} soit maximal: e — 
= 1/(2M:). Portant celte valeur de € dans la dernière inégalité, 
on arrive à (20). C.Q.F.D. 

Lemme 6. Pour toute fonction discrète v (x) sur un réseau 


régulier w de pas h, nulle en z =0etx —h,on a 


IE > ol. 


Démonstration. Tenant compte de v (0) — 0, écrivons 
la formule 


à hx= ;ve 


J=1 


î 
= À ve, ; 
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et transformons-la à l’aide de (11) $ 1 en posant dans cette dernière 
TRE 


V; > tj. jh 


Comme v- (k) — 0, il vient 


i-1 
ER -— À ee ; 


x, i 


Portant cette expression dans la précédente, on obtient 


i—1 
— 2 (xs; — — %}) Ve h j 


D'où il Les 


IL o | = DIT S (Gi — x) ve, ha} +—— F4 > h (tn — 2) 0; } ‘ 


i=2 j=1 
Evaluons les sommes du second membre. En utilisant l'inégalité 
de Cauchy (15) $ 1, on s'assure que quel que soit à — 2,..., N —1 


i— 1 


i-1 
2 
(2 (ci—zj) ve, jh) < 2 (Gi —x;) hu, ; ff 


Cette majoration nous permet de déduire de la dernière identité 
fol SM 103 1h» 


N-1 i-1 
h 
M = Dh{ Ph ++ Gr) }. 
i=1 =1 
Le calcul montre que 


MN (NT) (NIN+ 1) <T, 


ce qui entraîne la proposition du lemme. 
2. Fonctions discrètes de deux arguments. Nous étudicrons ici des 


fonctions discrètes sur un réseau rectangulaire © — ©, X w, tra- 
mant le rectangle 


==, tm) |0<re<d,.@= 1,2) 
On se servira des notations du pt. 2 $ 4. 
Lemme 7(inégalité de Friederichs). Pour toute fonction discrè- 
te v (x) sur un réseau rectangulaire irrégulier w, nulle sur la frontière 
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Y, on a 
Vol > (8/4 + 8/2) || vf. (21) 
Démonstration. En vertu de (5), pour la fonction v (x) — 

= V (x,, æ) à x fixe on a 


| 8 
> (us (1 Le)) Ra G)2-- > V2 (Tir Le) Pa (ti). 
xE QT «160: 
Multipliant par h, (x) et sommant sur x, € &, il vient 
es 2 (8/5) 111. 


De façon analogue 
vs, 12 (8/2) [lv | + 


Ajoutant les deux dernières expressions, on obtient l’inégalité (21). 


C.Q.F.D. 
Lemme 8 (inégalité de Poincaré). Pour toute fonction discrète 


v (x) sur un réseau rectangulaire irrégulier w,.on a 
vol lol © 06 (22) 
7 H+u 9. Ula(i+l) 7 "0e 
Démonstration. Soient x; = (2%, 20%) et x, = (19, 
2%) deux nœuds quelconques du réseau w. Pour toute fonction 


v (x) on a *) 


[v; —v;]?— [sign (1 — j1) à 2e Ravx, CAE PE 


le 
Ne 


+ sign (io — jo) D $ have. Te .h 


12—Me 


Ma == MIN {los Jar No == MaX{io, ja}, A1, 2. 
e-inégalité (16) $ 1 et l'inégalité de Cauchy (15) $ 1 entraînent 
L (x) — 0 GP (1+e)l21 — y | à, havé (Æ1s T2) + 

CAPE 


++ e)a-uel 2 haé, Ga 2). (23) 
Xe ST: 


*) Ceci est la forme discrèto de la relation 


pere (2e, (tel 
Va Us 


qui est évidente pour une fonction d'argument continu. 
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Multiplions celte inégalité par (2x1) Riolxe) A1 (y1) Ra (ve) et som- 
mons sur zEw et yEw. Comme 
D |Va—tal la Lla/2, (24) 
x EVG 
il vient 
2 ll 2 EU: 2 
2 {v|f—2(6, DE<(+e) SN vx, 1 + A+ 17e) 10e, | 
Choisissant maintenant e—(l2/l,)? on obtient (22). C.Q.F.D. 
Lemme 9 Soit © < œun ensemble de nœuds du réseau o tel que 
2 hh;zm. (25) 
o 


Ceci étant pour toute fonction v(x) sur ©, on a 
Avoli+n Dh >Mlolfs, (26) 
(A) 


où u==const >> 0 est arbitraire el 


” 2m 
MTIEE TTC 


Démonstration. Soient æt—(21, 2) et y—(y1, y:) deux 
nœuds quelconques du réseau w. On sait que 
Lo (x) —v (y) 2 (1 — €) v* (x) — (Les — 1) 2? (y), 
d'où, en vertu de (23), il résulte 
(1—e) 2° (x) <(L/e — 1) 2° (y) + (1 +8) 11 — y] 2 VE (Tir Lo) ha + 
1 


+ (1 + 1/82) | Ta — Ya] 2 V5, (Vis Ta) Ro 


Multipliant cette inégalité par %, %,, sommant sur æE€w et tenant 
compte de (24), il vient 


({— ei) fu (f le (1/21 — 1) v? (y) + (1 +0) À L IlvE t? le + 


HE Su (ya, as) ho (27) 


+ 
®5 


Multiplions par #.ñä, et sommons sur yEQ. Effectuant quelques 
majorations, on obtient 


(A—es) 2 io flo (1/e — 1) Lil ; Défializ + 
[A] 


+ (1 + Les) 


+ (14e) À fo, 14 (4 +4 47e) AE jo 1. 
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En posant €, —(l/l4)?, il vient 


1 2$ MAUR 
es) D rt ffo (4e — 1) le Dot +10 ED que. 


(0) (A) 
Choisissant €, à partir de la condition (1/e3 —1)--m(l? +1)/2 et 
tenant compte de (25), on obtient la minoration (26). C.Q.F.D. 
Lemme 10. Soit VC y un ensemble de nœuds frontière, et 
un réseau irrégulier tel que 


> T(z)>m, (28) 


gt 


Ÿ 
où t(x) est défini par (22) $ 4. Pour toute fonction v(x) sur w on a 


vol +u Don Milo 1f, (29) 
Y 


où 
D 
8 Ulatu(?+12) (li 4e) ? 


et u une constante positive. En particulier, si v(x)—0 pour xEY, 
la fonction v(x) est telle que 


IAA ZT IT [RAI (30) 


Démonstration. La fonction v(x) vérifie (27) de même que 
l'inégalité suivante qui se démontre de façon analogue 
(—e) vi ile (Le: — 1) à? (y) + 
lo « 5 
+ (1 + 82) ACTE DENUE Le) flv, fo (31) 


+ 
oi 


Soit y= YU y, où y est un ensemble de nœuds y situés sur 
la droite x, —0 ou x, ==. Multiplions (27) par À, (y1) et sommons 


sur y. On obtient l'inégalité 
(1 —e:) > fa (ya) Iulf <lula (1/81 — 1) 2 V2 (y) Ra + 
EY ? ne? 


+ (14e) Eve 16 + (4 + 1/62) Lil [vs Île. 


Multipliant les deux membres de (31) par À, (y:) et sommant ensuite 


sur y‘), on obtient 
(1— 1) 2. ke (y) vo lila (Les — 1) 2 Rav? (y) + 


Y2E Y Y:E Y 


+ (14e) Élus 15 + (Lee + 0) Le Ilos le. 
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Ajoutant les deux dernières inégalités, il vient 
A—e) 2 tfloli< le (7e —1) D v? (x) Tr + 
Ÿ Ÿ 


+ (44e) À (+) [los [2 (1 + Les) E (hi + Ba) [los NE. 
Posant maintenant € —(l,/l)?, il vient 
(—e) 2 tlvlé< le (es —1) D 0? (x) (x) + 
Ÿ Ÿ 


+ +E)(h+)[ Vol. (32 
Choisissant €, à partir de la condition 
Lilo (UE —1)= ph +) (H +) 
el tenant compte de la condition (28), on obtient la minoration (29). 


Supposons maintenant que v (x) = Opourz € Ÿ. Le premier terme 
du second membre de (32) disparaît. Comme €, est un nombre non 
négatif quelconque, en posant e, — 0 et en tenant compte de (28), 
on déduit (30). C.Q.F.D. 

Voir aussi [2], [5], [11]. 


CHAPITRE VI 


ESTIMATIONS À PRIORI 


Au chapitre IV on a construit des approximations discrètes pour 
un grand nombre de problèmes de physique mathématique. Une fois 
qu'on a construit le schéma discret et étudié son erreur d’approxi- 
mation, il faul estimer la vitesse de convergence do la solution dis- 
crète vers la solution exacte. On a vu que cette estimation pouvait 
être déduite d’une estimation à priori pour ce schéma. Le présent 
chapitre cest consacré précisément à la déduction d'estimations à 
priori pour cerlains schémas discrets du chapitre IV. Ces estimations 
à priori revêten£ essentiellement un caractère illustratif et n’englo- 
bent qu'une partie seulement des problèmes traités au chapitre IV. 
Cependant les problèmes abordés sont typiques dans la mesure où les 
méthodes d’estimation peuvent être généralisées à une classe plus 
vaste. 

Dans ce paragraphe on se penche sur deux méthodes de déduction 
d’estimations à priori: la méthode des inégalités de l’énergie et la 
méthode de la fonction de Green. Il existe unc troisième méthode très 
souvent utilisée, qui est basée sur le principe du maximum; nous 
l'avons exposée-au chapitre IIT. Par ailleurs au $ 2 du chapitre V, 
on a traité des exemples sur lesquels on à vu comment se servir de la 
méthode des inégalités de l'énergie pour déduire des estimations à 
priori pour des modèles unidimensionnels d'équations discrètes du 
second et du quatrième ordre. 


$ 1. Méthode des inégalités de l’énergie 


L'objet de ce paragraphe est la méthode des inégalités de l’éner- 
gle. Les problèmes abordés sont supposés donnés sur un réseau rec- 


tangulaire régulier & == &, X @,. On considère un schéma discret 
approchant le premier problème aux limites pour une équation du 
second ordre à dérivées mixtes, des schémas discrets du quatrième or- 
dre d’approximation pour l'équation de Poisson et pour une équa- 
tion à dérivées mixtes (à coefficients constants), des schémas discrots 
approchant le deuxième et le troisième problème aux limites pour une 
équation du second ordre sans dérivées mixtes. 
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1. Introduction. Considérons deux nouvelles normes de fonctions 
discrètes qui nous aidoront dans ce paragraphe à établir des estima- 
tions à priori: 

Î (p, AE | 


Le | (@; vo | o = SUD ————— 
pli sup =, ILE mn lo |l4 


Les autres normes utilisées ont été introduites au $ 4 chapitre V. 
Prouvons la proposition subsidiaire suivante. 
Lemmeo 1. Pour toute fonction discrète v (x) sur un réseau 


régulier © — @1 X &,, on a 


vs, I < = | v|lS @==1; 2: 


Démonstration. KEffectuons Ia démonstration pour 
4 — À, par exemple. Par définition 


1 . u 
I Ur, I Fo (ue, AR RATES RE (on: 12% en u je 1XW2e 


Une multiplication membre à membre et l'inégalité de Cauchy don- 
nent 


2 4 
ve [6 & F + (uv? ’ Lx TRE Lioxs, = 7 lv Île 


2. Problème de Dirichlet pour une équation autoconjuguée du 
deuxième ordre à dérivées mixtes. Soit le problème suivant : sur le 
rectangle D — {x = (x, 2) [0 re << le, à = 1, 2} on demande 
de trouver la solution de l'équation 


2 
Lu= D (hs) )—-2(@u=—f(s, zED, (1) 


a, B—1 
qui vérilie sur la frontière | du domaine D Ia condition 
u(@=g@), ze. (2) 


On supposora que pour tous les x € D = D, LT la matrice 
{k,p (x)} est symétrique, définie positive et à éléments bornés, i.e. 


pour tous les x € D 
2 
(EE +E) < À Ron (7) Éaës < C2 (6 + É), . 
a ==const>0, c —const >0. (3) 


On supposera par ailleurs que 
gx) 20, x€eD. (4) 
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Supposons que D est maillé d'un réseau rectangulaire régulier o. 
Au chapitre IV on a construit pour l'opérateur L une approximation 
discrète que nous allons utiliser pour composer un schéma discret 
pour le problème (1), (2). Plus exactement, soit 

Ay = — p(x), zCo, y= g(x), TC; (9) 
où 

1 
Ay= (A + M) y— dy, 


à 


Ay= (las (T) Vx x 
a, R=1 B % 

2 
Aty= D (kan (t) Yes) 
a, B—=1 œ 


p(x)= f(x), d(x)=g(x), ze 0. 
Etudions le problème (5). 
Théorème 1. Le problème (5) admet une solution et une seu- 


le. La solution du problème (5) avec des conditions aux limites homogènes 
(g = 0) est telle que 


IPATES —[1 + TE 5 lol 


Démonstration. Soit v (x) une fonction discrète sur : 
D (x) = 0 pour x E y. La formule de sommation par parties (9) $ 1 
chapitre V donne 


2 


(Av, VJo = 2 (UT (x) VE }e Vo == 
œ, B=1 B 


à 


= eh (Los (x) M. D Joixe, 


De là et en vertu de (3), il vient 

Vol < — (Av, ve. 
De façon analogue on montre 

a | Vol < — (Av, vo. 
Groupant ces deux inégalités et tenant compte de la condition (4) 
on obtient | 

al Vol —(Av, vh. (6) 
L'inégalité (6) et le pe 7 $ 5 chapitre V entraînent 


lite —-2 [145 ]Av on. (1) 
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D'où il résulte que si Av = 0 pour x € w, alors v = 0 pour x € w. 
Nous avons donc démontré que le problème homogène (5) ne possède 
que la solution triviale v (x) = 0, donc le problème non homogène 
(3) admet une solution unique quels que soient op et g. 

Estimons maintenant à priori la solution du problème (5) sous 
réserve que g (x) = 0, z € y. Pour cela supposons quo v - y dans 


(7) et tenons compte du _. que Ay = — ©. On aura 
TE 
lue << 1+508 85 LE ve (8) 
Comme 
| (y, y) ol < Ï P [2 ] y Îlus 


(8) entraîne l'estimation à priori cherchée. G.Q.F.D. 

3. Schémas discrets d’ordre supérieur d’approximation. Considé- 
rons le problème de Dirichlet pour l'équation de Poisson sur un 
rectangle D : 

Au = — f(x), xE D; u = g(z), ET, (9) 
Au chapitre III on a construit sur un réseau rectangulaire régulier © 
une approximation discrète dont l'errour était de O (| h |‘) sur les 
solutions dérivables de l'équation (9). Utilisons cette approximation 
pour construire un schéma discret pour le problème (9) de la façon 


suivante : 
s h+h 
A y . Cp + CE RER LE VER 42 CERN PURE a : (x), . € Ds (10) 
y(x)=g(x) pour xE, 


ht Of , hà 0% 
PTT ur T2 dar 


S'agissant du problème (10) avec la condition 
UV 5 <hilho << V5 


on a montré l’unicité de la solution et obtenu l'estimation à priori 
(21) $ 4 chapitre III relativement à la métrique de C. Ici on se pro- 
pose de prouver la solubilité du problème (10) sans contrainte sup- 


plémentairce sur le résoau ©. 
Théorème 2. Le problème (10) admet une solution sur tout 


réseau régulier w. Cette solution est unique et telle que pour g (x) = 0 
on a 


RUE 
| y 1 SS (1 D OUT. ENT TU 8 (13 +12) | P||-4 (11) 


y 110 < + à |1œ llos (12) 
lylle S Mol, M =const> 0. (13) 
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Démonstration. Soit v (x) une fonction discrète sur ©, 
nulle à la frontière, i.e. v (x) — 0 pour x € Ÿ. 


On a 
, hi + hi : 
(Av, vo (Ur es Vo + (rs Vo + 45 Mans Vo = 


XX? 


e (0: En à (Us: ER) ü2 na 


Fa h2 Rk?Lh? 
se = volé osz le 


(Vz V3, jus 
En vertu du lemme 1 


& 
ILZTAIRES pra ve |lo ] ve | < LH Ile lb 
donc 
; 2 
(A U, Lo L | Vu |: 


Le lemme 7 $ 5 chapitre ù entraîne 


15 , 
lo —-5(1+ 5m) Wa ve (1) 
Si donc A'v — 0 pour x € w, alors v (x) = 0 pour x € &. D'où il 
suit que le problème (10) possèdo une solution unique quels que soient 
o ot g. L’estimation (11) découle de (14). 

Examinons maintenant l'expression 


’ - us _ 
(A V; DE + Ve x Jo Hi CE + VE. VX, + VE e,)0 + 


h?+h 
+ E (ss Dee FA es Cr 
} h3 
A CA EE CE 
(15) 
En vertu du lemme 1 il vient 

Ile Dre I + |] Dane, lo <+ Er I +1 Pres 15): 

(16) 


Moss Île + rs le 77 ’ { Va, lo + 103,3, Mo): 
Portant (16) dans (15), on obtient 
, 2 
Av, ve leo > æ (le lo + os, Île + 21103, 110). 
Si u—y, alors en vertu de (10) 
3 
lle ga, lo + 2 < SP va + ve ol 


3 
< 5 Polly, + Yz.s, lle 
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Or 
| Jin V Vie, ik = || Vrix: 116 + |] Ver, fé +21 V3,x, = 1 y 15, 0 


donc 


y Île, o … ® |lo- 


L'inégalité (13) découle de (12) en vertu du théorème 5 $ 4 chapitre 
V. Le théorème est démontré. 

Considérons le problème de Dirichlet pour une équation du second 
ordre à coefficients constants et dérivée mixte: 


0? 0? 
be PL Da (6) SE D al 


u(x)=g(zx), rer. 


Lorsque | & | << 1 l'équation (17) est elliptique. Au chapitre IV 
on a construit pour l'équation (17) sur un réseau carré w de pas 
un schéma discret approchant (17) avec une erreur de O (}h | *) sur 
les solutions dérivables. Servons-nous de ce schéma et posons le pro- 
blème discret approximisant le problème (17) de la façon suivante: 


(17) 


A'y = Yi FY Urx, +a (UE UR 7) EL 


1 -+ 3o + 20? 
6 


se h? =— — (x), x € , (18) 


y =g pour «EC Y, 
où 
p=} (a+ D Lf. 
Etudions le problème (18). 


Théorème 3. Le problème (18) admet une solution unique. 
Pour g = 0 la solution du problème (18) est telle que 


: x 

PATES € HE TET (1 CITES 5 Fr) ® []-1 (19) 
Î y Île. 0 Et . Îlo (20) 
le < Mol M=const> 0. 21) 


Démonstration. Transformons l'opérateur A’. Remar- 
quons tout d'abord que 


yes = Ysx, Vars — Yu, DE Jrx,° (22) 
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On peut transformer l'opérateur A” de telle sorte que le coefficient en 
k2 ; 
6 Varie, SOI 

1— 3] + 20°, (23) 
En vertu de (22), il vient 
A'y+ Ur + Ur, Ta (Ve + Yux,) + 


en — a 2 ges + Yates — Vxx, ee ua 


Tone 


= ==: - As pe + 
Taxis rx, ERA 


M 2 tot (UPPER ETS LE HsRRE ni 2H al al (sx + Vrue) + 


HG Sa + Page 3 7 (1—sign &) Ay+ 


+ La + sign @) A'y+(—3lol + 20?) y- (24) 


XX 2%? 


A y "e, Jxx + Vr,x, + æ (ss, de V5) 
Aty 7, Uxxs +- Je + œ (y Vxx, + Yxixe)- 


Soit v (x) une fonction discrète sur © et v (x) — 0 pour x € y. Comme 
[æal<ona 


(Av, vhu= a. DE atvos (UE Das no 
Ar Vi ot rat Es Vi otxot < —(—Jal)} Vu. (25) 
De façon analogue on montre que 
(Av, vJe < —(1— [af Vois. (26) 
En vertu du lemme 1 
h? (Des Vho == h? CE Xe? DJs < 2] AIR (27) 


On remarquera que la fonction (23) n’est pas posilive pour 0,5 < 


< [a@ | <<1 et positive pour 0 < | & [<< 0,5. Donc lorsque 0,5 < 
< | | < 1 les expressions (24) : à (27) entraînent 

— (Av, vo > (1—1œl)|| Veil. (28) 
Pour 0 < |a|<0,5 

— (A, ve > (1—al- TRE) volé (29 

Groupant (28) et (29) pour tous les |[a|<<1, on aura 

2 ’ 

2 (A— {ah vof —(4"v, ve. (30) 


1/2 19—-0372 
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De (30) il vient en vertu du lemme 7 $ 5 chapitre V 
3 HE ; 
lol < + (+5 1e) ) (AD, vo. (31) 


Si A'v == 0 pour x € w, alors (31) entraîne que v (x) = 0 lorsque 
x € @. Nous avons donc démontré que le problème (18) admet une 
solulion qui est unique. L'estimation à priori (19) découle de façon 
évidente de l'inégalité (31). 

Prouvons l'estimation à priori (20). Comme | & | << 1 il vient 


Gr vs +2 Dre = (Es +200 Ve )a + 
Hs. 2 (—lal) (rs, lo + 1us;z lo (32) 
De façon analogue on trouve 
Da + a, T2 Vaso > (1-—[af)(fus.. fo + lus x, 1). (83) 
Groupant (32) el (33), on obtient 
res Var En Va Vie 2 
>(—{al) (les, 1e. IP less IP) (34) 
De façon analogue on démontre 
Ps Fr 20 sr Vins anse 
Z>(41—laf) (os, M+los. + 21% x 10) (89) 
Additionnant (34) et (35) et divisant par 2, il vient 
Ave, + ZU—-Ial) (les +. +210. 0e (6) 


1X1 


De façon analogue on élablit que 

Mv, v Va TV) 2 — 11) (ee + es, 1 + 210x 2 10) (87) 
Par ailleurs, en vertu du lemme 1 
Re nu eve) Rite PRIS 10e 


>—2(lr.. trs. +2105 x lle) (38) 


Comme pour la démonstration de ri (30), on trouve 


on +21 Ro ÈS rer AU van nude (89) 


En faisant v (x) — y (x) dans (39), on es de façon classique la 
majoration (20). La majoration (21) découle, quant à elle, de (20) 
en vertu du théorème 5 $ 4 chapitre V. 
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3. Troisième problème aux limites pour une équation autoconju- 
guée du second ordre sans dérivées mixtes sur un rectangle. Soil Je 


problèmo 


2 

Lu= Y, Lou= —f(x), +€D, (40) 
a=i 

= (s)u— g(s), sET, (41) 


où 0/0N est l'opérateur de la dérivée suivant la conormalo intérieure 
à la frontière T', i.e. 


| ka (x) Fe T0: 


ETES duels ‘a=1;02: 


—— 


ae. 
= 


s est la longuour d'arc de la frontière l mesurée à partir du point de 
coordonnées (0, 0) dans le sens contraire aux aiguilles d’une montre 


Lau = UAC ) }— da (x) u 


On supposera que les coefficients du problème (40), (41) vérifiont les 
conditions 


ke (> >0, qt) Zz0, (5 >0. (42) 
Posons 
= (aayz De doY; Ta E Vus 
— Â * 
À ay = por rio, pe (rte. du 0; 
2 4 É 
AG Re [ — daYx, — (tre ++ hada) y | » Ta — la: 


L’approximation discrète du problème (40), (41) peut se mettre sous 
la formo 


Ay= —D(x)}, Co, (43) 
où 
A=ÂitAn ®D(z) = (x) + (v) g (x), 
et Ô (y), l’analogue discret de la fonction delta concentrée sur la fron- 
tière, i.e. (v, Ô (y)}= — (v, 1),. 
Théorèmo 4. Si pour toute fonction v (x) sur © on a unifor- 
mément en |h| 
— (Av, vi=>cllvlf, c= const >0, (44) 
197 
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le problème (43) admet une solution unique telle que 
y (IE +tIgl),  M=const > 0. (45) 


Démonsiration. De (43) et (44) il suit que si D (x) = 0 
pour x € &, alors v (x) = 0 pour x € ©. Donc le problème (43) ad- 
met une solution unique. 

Multiplions scalairement (43) par y 


— (Ay, y); =(®, ÿ)5 —= (p, Y)s + (g; Y)ye (46) 


La définition de la norme || + ||, et e-inégalité (16) $ 1 chapitre V 
entraînent 


Î 
Lo play lh Selle + le (47) 


En vertu de l'inégalité de Cauchy (15) $ 1 chapitre V et do e-inéga- 
lilé (16) $ 1 chapitre V il vient 


is 1 , 
Ge, PIS eg + lg ile. (48) 
Le théorème du $ 4 chapitre V entraîne 
y M2ly li. (49) 


Portant (47), (48) et (49) dans (46) ot tenant compte de (44) pour € — 
— C/(2 (1 + M2)), on obtient (45). Le théorème est démontré. 
Théorème 5. Si 


dx =u(x) =0 (50) 
et si pour toute fonction v (x) sur w, on a uniformément en | h | 
— (Av, vh=>cVvif, c=-const> 0, (51) 
alors le problème (43) admet une solution sous réserve que 
(D, 1) = (p D (8 1)y = 0. (52) 
Cette solution est unique si 
(y, 1): =0, (53) 


où © est une conslante fixe. La solution du problème (43), (50) est telle 


que 
y SM {ol +181 + (@, 1}, (54) 


où M = const > 0. : 
Démonstration. On reconnaît en À un opérateur auto- 

conjugué. Il est immédiat de vérifier que si la condition (50) est réa- 

lisée, zéro est une valeur propro à laquelle est associée une fonction 
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propre constante. Donc (52) entraîne l'existence et (53) l'unicité 
de la solution du problème (43). 

Multiplions scalairement (43) par y pour obtenir une estimation 
à priori. [1 vient: — (Ay, y)s = (y, y}s + (8, y)». Estirmons le 
second membre comme dans lo théorème 4. Compte tenu de (51) il 
vient 


1 
cl Vyll <e(t+ ML) y + (EE +8 Mo. 


Utilisant maintenant l'inégalité de Poincaré (lemme 8 $ 5 chapitre 
V) pour € suffisamment pelit on déduit (54). C.Q.F.D,. 

La majoration à priori (45) du théorème (4) a été établie sous l’hy- 
pothèse de la validité de l'expression (44). Voyons maintenant quel- 
les conditions faut-il imposer aux coefficients du prohlème (40), (41) 
pour que l'expression (44) ail liou. 

Théorème 6 (première condition suffisante). Supposons 
que les coefficients du problème (40), (41) vérifient les conditions (42) 
et que de plus 

q(x) 202 > 0, z€ Do (55) 
où 
Dir = (rs, t)| Lara Lio & 1,2} D. 


S'i le réseau est choisi tel que la condition du lemme 9 $ 5 chapitre V 
soit réalisée, alors toute fonction discrète v (x) sur w est telle que 


—(Av,v}->cllulé, e=const> 0. 
Démonstration. En vertu de (55) 
(d, vè)- > > » dU'hiho > Co > vf {hoc 
of\Do woNDo 
Par construction 
— (Av, V)= == 2) 2! ave hiñe+ 2) 2j ae, haho+(d, v?)=+ (x, v?),. (56) 
&T &2 ©! ©2 

Les conditions (42), le lemme 9 du $ 5 chapitre V et l'inégalité pré- 
cédente entraînent 


— (Av, v)s>a ll Vol +e D vuhe>cllvulé. 
of)Do 


Le théorème est démontré, 
Théorème 7 (deuxième condition suffisante). Supposons 
que les coefficients du problème (40), (41) vérifient les conditions (42) 


et qu'en outre 
x(>c3 >0, SET, (57) 
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où l'a & L. Si le réseau est choisi tel que soit réalisée la condition du lem- 
me 10 $ 5 chapitre V, alors toute fonction discrète v (x) sur & est telle 
que 


— (Av, v}=>cllvif, c—const>0. 
Démonstration. En verlu de la condition (57), on a 


(x, v),> D arcs D) v?r. 
YNTo YNTo 
De là, de (56), du lemme 9 $ 5 chapitre V et en vertu des conditions 
(42), il résulle que 
— (Av, v)5 > ll Volé +cs À vr>ellvlé. 
YNTo 


Le théorème est démontré. 
Lomme 2. Si les conditions (42) sont remplies toute fonction 


v (x) sur w est lelle que 
— (Av, v)5 >| Voll. 


La démonstration découle immédiatement de (56). 

Théorème 8. Si les conditions (42) et (55) ou (42) et (57) 
sont remplies, la solution du problème (43) est convergente au sens de la 
norme de l'espace Wi vers une solution suffisamment dérivable du pro- 
blème (40), (41) avec la vitesse O (| h |?), &.e. 


Hy—ulh<MIR 


La démonstration découle immédiatement des théorèmes 4, 6 
et 7 et du fait que l'erreur d’approximation (problème (43)) est de 
O (AR f?). 

Considérons le problème (40), (41) avec les conditions (42) et 
(50). On a déjà souligné que le problème était soluble mais pas pour 
un choix arbitraire de f et g. Pour que la solution existe il est nécessai- 
re que 


| Î (x) dx + g(s)ds =0, 
D à 
et pour qu’elle soit unique que 
| u (x) dx =Q = const. (59) 
D 


Théorème 9. Si les conditions (42) et (50) sont satisfaites, 
la solution du problème (43), (52), (53) avec pour second membre 


D=p(z)+6(v)g—{(f, 1)3 + (8; 1),}/mes D, 
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converge au sens de la norme de l’espace W\ vers une solution su/fisam- 
ment dérivable du problème (40), (41), (58), (59) à La vitesse O (| h [°), 
de, 


Hy—ul;<MIkh PF. 


Démonstration. Pour l'erreur z — y —u de la solu- 
tion, on a en vertu du théorème 5 


ZE SM (DIE +1,14 (2, 1)5), 


où vw est l’erreur d’approximation de l'équation, 1,, l'erreur d'appro- 
ximation des conditions aux limites. Comme la solution du problème 
initial est supposée suflisamment différentiable, les foncLlions 4 et 
%, seront O (| k |?) si la perturbation du second mombre 


(f, 1)5 + (g; 1)y 


sera O (| hk [?). 11 en va ainsi puisque (/, 1)— et (g, 1), sont les lormu- 


les des trapèzes dont l'erreur est de O (| h [?). Tenant compie de la 
condilion (58), on déduit 


FD + Ce 1-00 P). 


Reste maintenant à estimer (z, 1ÿs. Par définition ot en vortu des 
conditions (53) et (59) 


G Ms 5 Dee | udr—(u, 1) =0(1RP), 
D 


puisque (u, 1) est la formule des trapèzes. Le théorème est démon- 
tré. 

4, Premier problème aux limites pour un système d’équations de 
la théorie de l’élasticité dans un rectangle, Soit D le rectangle défini 
précédemment, F', sa frontière. Supposons que dans D est défini un 
système d' équations d'équilibre d’un corps élastique isotrope homo- 

gène 
| ôfu, 


+ Op) Ru (Au) REP =0, (60) 


ô?u, duo 


+) Eu EE (+ Qu) HE + Fe 0 


et qu'on demande la solulion de ce système . Tr sur L les con- 
ditions aux limites homogènes de première espèce 
um =u tr = 0. (61) 


Supposons que D = D | T'est maillé d'un réseau rectangulaire 


régulier ©. Au $ 4 chapitre IV on a construit sur un tel réseau une 
approximation discrète du système (60) et on a montré que son er- 
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reur était de O (| h |?). Le système d'équations discrètes peut s'é- 
crire 


(A+ 2p) y). + (us) + 


+7 Os) + (A), + (bas + (Ua XI + Pa = 0 (62) 


1 
5 ICYixahes + Yi), + (Visas (09,5) + 
+(uy,z), HA +2u)y il. + F0, 2€ 0. 
Les coefficicnts À et u étant constants, on a par exemple 


(AYoxo)x: + (LY2x1)x0 F (À + u) Yoxyxa 


mais ils nous seront plus utiles pour la suite tels qu'ils ont été écrits 
dans (62). Complétant le système (62) avec l’approximation des con- 
ditions aux limites (61): 


Yi y = Y2 ly = 0, (63) 


on obtient le problème discret (62), (63) qui approche le problème 
(60), (61). 

Estimons à priori la solution du problème (62), (63). Pour cela 
multiplions la première des équations (62) par y: (x) h.h>, la Seconde 
par Ya (x) h:h,, sommons les expressions oblenues sur le réseau w, 
puis ajoutons-les. Transformons les expressions sous le signe somme 
à l’aide de la première formule discrète de Green (12) $ 1 chapitre V 
et des formules de sommation par parties (8) et (9) du même para- 
graphe. La transformation de chaque expression ne portera que sur 
une variable qui sera indiquée par l’indice extérieur de la prise des 
différonces. Tenant compte des conditions aux limites (63) et ré- 
duisant les termes semblables, on obtient 


2W} Fe (EF, Yi) SE (Fo, Ya)o: (64) 
où 


4 
We {2u(Ilyiz 8e, 18) + 
À À 
Fo Us: +- Yoan)”: Déssasre (RUES Droixot +- 


+E +) Lot tes + 2 (is, Fr Ve) Mroixot (69) 


est l’analogue discret de l'énergie de déformation élastique. 
Transformons les deux dernières expressions du second membre de 
(65). Elevant au carré, puis transformant l'expression Yaxgr Ve) 
pour & =£ B, &«, B — 1, 2 d’abord avec la formule de sommation par 
parties (8), $ { chapitre V sur la variable x,, et ensuite avec la for- 
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mule (9) du même paragrapho sur la variable 2, il vient 


((Yoxg + Vpx ) 1),,+ x*wg = Î Yo IF + Î Vox L + 2 (Yaxa Vaso" 


œ 


Portant ces exprossions dans (65) et négligeant les termes de coefl- 
ficients À/2, on obtient 


Mis (Iys 184 les 10) + las IR + M2 
+ Vr)o + (Wixs Yoxa) o * 
L'inégalité de Cauchy (15) $ 1 chapitre V et l’e-inégalité (16) $ 1 
chapitre V entraînent 
1 1 
| UP Ypzs)o [<5 lys 5 + 5 | VER Le 


En lenant compte de ce qui précède, on déduit que 
2 


M>k ù PAL UNE AZI 
a, B=1 


Cette inégalité n’est autre que l’analogue discret de l'inégalité de 
Korn pour le premier problème aux limites. Cotte inégalité et (64) 
entraînent 


ju (|| VYy IL +- Ï VYo I)<| (Fi Yio | Li | (Fo, Yo) l. (66) 


Estimons les termes du second menbre en utilisant de nouveau l’iné- 
galité de Cauchy et e-inégalité: 


2 2 
DIEFe, ValolS D (Ella lE + lg 1e) + Fall). 


a=1 œa=i 
En vertu du lemme 7 $ 5 chapitre V 


Il ga 0 + ga le (EE + SE) (1 Vu 12 +11 Ve 1). 
Les trois dornières inégalités entraînent pour € — pu (8/1? + 8/1): 


[Va 11e +1 Vye Su (SE + SUITE + Fe lo). 


Ceci n’est autre que l'estimation à priori cherchée, estimation qui 
entraîne la solubilité du problème (62), (63) et la convergence de sa 
solution vers celle du problème (60), (61) à la vitesse O (1 k |°). 

5. Problème aux limites mixte pour un système d’équations de la 
théorie de l’élasticité dans un rectangle. Posons le problème mixte 
pour le système d'équations (60). Supposons que dans un rectangle 
D on demande la solution du système d'équations (60) qui satisfait 


20—0372 
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sur la frontière F les conditions aux limites suivantes: 
(x) =us (x) =0 pour z,=l, 0Ln<b (67) 
et pour 2 -=0, =, 0OSr<h, 


n(it+Se)e fn, ASÉHAHQU) DE (68) 


Êto Ôx, 
pour Lo — 0, RE 


Sur un réseau rectangulaire régulicr ©, approchons le système 
d'équations (60) par le système d'équations discrètes (62) et les con- 
ditions aux limites (67), par les conditions aux limites discrètes 


N(x)=—yi(x) =0 pour =, C0 (69) 
ot pour z,==0, 2==l, Lo COo. 


Approchons les condilions aux limites (68) par des relations du type 
(18) $ 4 chapitre IV, relations à propos desquelles on a montré au 
$ 4 chapitre IV qu'elles admeitaient une crreur d’approximation 
de O(|h |): 


U (Yixe + AO le [((A + 244) UE + (A Yaxe)xr + (UY2x1)xal Fe 
= —h—"%F(m 0), (70) 


h 
My 1 + QE ZU) Vars + Eu [Yi x )xe + (MY 1x2) + (UY; ei] au 
= fr (1 0) 


pour z = Ü, x; E on. 

Etudions le problème discret (62), (69), (70) qui approche le pro- 
blème (60), (67), (68) avec une erreur de © (| k [?). Multiplions la pre- 
mière des équations (62) par y: (x) h.h, et la seconde par y, (x) hih, 
sommons sur le réseau © et additionnons. Multiplions ensuite la pre- 
mière des conditions aux limites (70) par y (x,, 0) h; et la seconde 
par Yo (21, O) À,, Sommons sur w, et additionnons. Ajoutant mainte- 
nant cette expression à la précédente, transformant les expressions 
sous les signes sommes comme nous l'avons fait au pt. 4 en démon- 
trant (64), et tenant compte des conditions aux limites (69), on obtient 


2 2 
2W=— >» (Fo Ya)s+ > > faYa Lco= 0 hi, (71) 
a=:1 u=1 O1 
où W} est défini par (65). 


Minorons W,. Les expressions figurant dans W, avec le facteur 
À/2 étant non négatives, il vient 


Wa>i {Quiz lé +lives 1 +2 (72) 
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1 L 
1 (Vis Von) Dot xtos +5 (1x, + Vex) Lhroix ot: 


Transformons l’expression 7. Elcvant au carré, puis transformant 
L Q 9 s 9 û 
l'expression (Yixs Vax)otx+w À APOTd à l’aide de la formule de som- 


mation par parties (9) $ 1 chapitre V sur la variable x,, ensuito à 
l’aide de la formule (8) du même paragraphe sur la variable x,, il 
vient 


(Yixas Vos Jo xtus = (Yixs Vox, )oixus = 2 MY x l0 ha. 
1 
De façon analogue on trouve 
UE Yaxi)wxot = (y Vrs)o tar — 21 VaV2s: 26 h1. 
Ces expressions entraînent 


1 = y5, 16 +13 16 + Gaers V7x,)oixeg + 


ya + y{ 19) 
+ (Vis Vaxotxtor— D —5— yes. (73) 


+ 
O1 


Estimons maintenant le iroisième el le quatrième terme du second 
membie de (73) à l’aide de l'inégalité de Cauchy et de e-inégalité 
avec £ = @, et le dernier terme à l’aide du théorème 6 $ 4 chapitre V 
et de e-inégalité avec e — $. En définitive on obtient 


« 9 | 
1>viz + eg, 16 ges 18 — 
4 l e 
— [es lux, 116 + (+5) lyx, lé | Si 
1 1 l 
—g{elrs + (+) rs té]. (2 


Puisque 7 > 0, pour 6 € [0, 1] on a 7 > o1. Cette inégalité, l'iné- 
galité (74) et l'expression (72) entraînent 


1 l 
2Wizu {[2-0(a+8(2+)) [iris 1 + 
{ E 2 
Le [2—0 (— +2)] ly2x, No + 
1 2 4 1 / 1 in 2 

+olt—parlyss+o(1-5 (+) ls lé}. (5) 
Fixons les paramètres €, et à. Choisissant ensuile le paramètre f à 
partir de la condition $ => (1/e, + L/nl.), le paramètre e, à partir 
20* 
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de la condition 0 << €, << ft et enfin le paramètre © à partir de 
oo <min {t.2[a+t( 4) ] ete ]). 


on obtiendra au second membre de (75) une combinaison linéaire 
des normes des fonctions y,z8, &, B = 1, 2 avec des coefficients po- 
sitils. Donc 


2W:>m (|| Vya lo +1 Vye lo), (76) 


oùm = m (lu, &, BP, 0, &, 8) >> 0. L'inégalité (76) porte le nom d’iné- 
galité de Korn du problème mixte traité. 

En vertu du lemme 10 $ 5 chapitre Vona || À y, | > M, || y |Ë, 
de sorte qu’au lieu de (76) on peut écrire 


2W,>mM (|| ya li + Myth). 


Tenant compte de cette inégalité, on déduit de (71) 


2 
MM (li + ul 2 (Fes va)s1 +125 favaleso hi). (D 


Estimons le second membre de cette inégalité. En vertu de l’inéga- 
lité de Cauchy, du lemme 10 $ 5 chapitre V et de e-inégalité 


LE 
[Fa Ya)s IE Fa Li ner Yo If. 


L'inégalité de Cauchy, le théorème 4 $ 4 chapitre V et e-inégalité 


entraînent 
| > JaYa un 
@1 


Tenant compte de ces estimations, on déduit de l'inégalité (77) 


M2 
k: [Se fa Loco + 7 [Yo IN 


(rm EE) (las 1 +1 ve 1 <e > (I Fa +1 fa baton): 


« 


Choisissant e suffisamment grand, on obtient l'estimation à priori 
suivante de la solution du problème (62), (69), (70): 


2 
PAIE AESLr 21 (Fa 116 +11 fa Loto) 


Cette estimation à priori entraîne la solubilité du problème (62), 
(69), (70) et la convergence de sa solution vers celle du problème (60), 
(67), (68) avec la vitesse O (| h [?). 
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$ 2. Méthode de la fonction de Green 


Soit le problème discret 


2 —— — 
y = > Aay= —Di(x)}, xE, (1) 


a=1 


(y, 1)5=9, (3) 
où 


2 
Fu Yra: Ta — 0, 
(2 


ay =* YzaVxa) Lo E Ou 


. =! 
{ 7e Vre' Ta = la 


On suppose que le réseau © est régulior. Considérons la fonction 
de Green de l'opérateur A. Zéro étant un point du spectre de l’opé- 
raleur À, associé à une fonction propre constante, la fonction consi- 
dérée est une fonction de Green généralisée, qui se définit comme suil : 

AG(z,E)=x—6ô(x,Ë), zE€0, x=(mesD)!, (4) 

(G (x, Ë), 1): = Q = const. (9) 

On s'assure au moyen de calculs simples que la solution du problème 
(1) à (3) peut s’écrire 


y(x)=(G (x, Ë), p(b)5+(G (x, à), g 6); + x (y (E), 1)5. (6) 
En vertu de (6) on a 
[y (x) lle <max (IG (x, À) ui plle +1G (x, Olzllele) +%1(y (), 1351. 
xEo 
(7) 


Si les normes G (x, Ë) figurant dans (7) sont uniformément bornées 
sur | À |, alors (7) est l'estimation à priori de la solution du problème 


(1) à (3). 


Pour estimer les normes de la fonction de Green, on se servira de 


son développement sur les fonctions propres de l'opérateur À. On 
montre que la fonction G@ (x, Ë) qui vérifie les expressions (4), (5) 
admet le développement suivant 


G(z,D=Qu+ >, HOME (8) 
Jh1#0 


302 i ESTIMATIONS À PRIORI [CH VE 


2 
|k[?=— > ke: Het, sa Ne 
a=1i 
et u} (x) et À, sont définis par les formules (33), (19), (20) $ 3 chapitre 
V. 
Lemme 1. Si la projection de la fonciion de Green G (x, Ë) 


sur l'unité vérifie la condition 
Q>2, dl =max(l, b), (9) 


alors G (x, €) n'est pas négative sur o et est telle que 
ü 2 
max 16 (e, Bin Q, mexllG (&, ES (20x49) Gi + do 
xEO 


Démonstration. Soit G(x 6; d\=G(x, É; d) la 
Jonction de Green de l’opératour (À — dE) (d — const > 0) et 
G® (x, 6; d) ses itérations délinies par 


(— A+ dE)" G"(x,E; d)=ô(m—E), m—1, 2, ...,n. 


n 
Comparons les fonctions G(x,É)et 2} d'IiGm(x,E; d). Les opéra- 
m=i 


teurs À, (A—dE) et (A—dE)" possédant le même système de 
fonctions propres, on a 


Gen (e, E; d)= + 2 AUST US m=1,2,...,n. (10) 


De (8) et (10) il vient 


G(x,E)— D dM1GM (2,E; d)= 
m=} 


_ n n Un (x) Un (E) 
=(Q—)«+a PRES (1) 


11 est clair qu'en choisissant convenablement le paramètre x on pout 
toujours faire en sorte que la somme du second membre de (11) soit 
uniformément bornéo en | k |. Dans le cas d’un espace do dimension 
deux, il suffil de prendre n égal à l'unité. Supposons que cette somme 
est bornée en module par une constante M. De (11) il vient alors 


Q > 1/d + dMix = Q (à) (12) 
Ja fonction G (x, Ë) ost minorée par 
G(x, &) 2 GO (x, 6; d). (15) 
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Or le principe du maximum est valable pour l'opérateur (À — dE) 
pour d > 0, donc le corollaire 1 du théorème 1 $ 3 chapitre IIJ en- 
traîne quo G (x, EE d) 0 *). La non-négativité de la fonction 
G (x, £) entraîne visiblement l'estimation de sa norme sur © sous 
réserve que soit remplie (12). En effet, 

max || G (x, Ë) Ilzs = max (G (x, Ë), f)3= Q. 

xEw xeo 
Par ailleurs 


IG (x, Elu =(C(x, b, 1,= Ÿ BC (pur (E), 1), +Qxmes. (14) 


(RI=L0 
Mais 
(Lx (é), 1), 2e (Us (Ë) ke (2); 1), 7 
= Oo, ki [lire (0) +- Mo (L)]/V d Ôo, h2 UT (0) + Ms ()1/ V L, 


où 0,8 est le symbole de Kronecker. 
Portant cette expression dans (14) et tenant compte de (33), (19), 
(21) $ 3 chapitre V, on obtient 


Ni 
GC, Eli Di Ms (ti) (Mrs (0) + lrs (1) }/ Aus + 
Ne 
+ D) Una (To) (lus (0) +- luna (La) )/Ano + Qu mesT << 
ho2={ 
Sith) Dr QumesT= (2x4 (L+ RH). (15) 


= 1 
Montrons maintenant que la non-négativité de G (x, €) sous l'hy- 
pothèse (12) entraîne sa non-négativité sous l'hypothèse (9). Pour 
cela cherchons une constante M qui majorera en valeur absolue Îla 
somme du second membre de (11). Tenant compte de la forme des 
fonctions uy (x) (33) $ 3 chapitre V, on obtient 


Lx (x) un (6) 1 : 
| An (Ar + d) < 4% > A (A + d)"i, (16) 
LE? LRI FO 


Or en vertu de (33) et (21) $ 3 chapitre V 
M > (EH), 
0 


*) La non-négativité de la fonction de Green G) (x, Ë; d) entraîne celle do 
toutes ses itérations, puisque 


G? (x, 6; d)=2 (C0 (2, mn; d), GP (n, 65 d))— 


BeatriceGloria_personal library 
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donc 


D M u+d IE (2 D [kf= 


lRI#0 Ph|#0 


= (2} [2 Sks-r+2 5 a+er+ NS +7 ]< 
h=1 h=1 h1, h2=2 


le €] 
n 14 ûâr 


<(t/2} | [s-r+2{ 7 (1 F5 ARCS D 7 | + | 


à = 
= (T4 SE] <a (47) 
Portant cette estimation dans (16), il vient 


Un (x) bn (6) 
| à and [Sr 


i.e. la constante M. es eu la démonstration utilisons cette 
estimation el calculons le minimum de la fonctionnelle Q (d) sur d. 
T1 est immédiat que 

min Q (d) =2K. 

d>0 


C.Q.F.D. 
Théorème 1. Le problème (1) à (3) admet une solution et une 
seule telle que 


y le < 2116 le + UTES (a+b)lelle+x1ly, 111. 


Démonstration. L’oxistence et l’unicité de la solution 
découlent du théorème 5 du paragraphe précédont, l'estimation à 
priori, du lemme 1 et de l'inégalité (7). 

Le théorème 1 et les résultats du paragraphe précédent entraî- 
nent le 

Théorème 2. Si pour k, (x) = 1, d(x) = x — 0 la solu- 
tion du problème (40), (41), (58), (59) $ 1 u (x) € C'® (D), la solution 
du problème (1) à (3) avec des seconds membres calculables à l'aide du 
théorème 9 $ 1 converge uniformément vers celle du problème à approcher 
avec la vitesse O (| h |?), ie. 


y u lle <MTIR F, 


où M est une constante positive ne dépendant pas de |h |. 
Voir aussi [2], [5], {11}, [9]. 


D Où 
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